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Vorwort. 



Seitdem die Theorie der linearen Differentialgleichungen durch 
die beiden Abhandlungen von Fuchs im 66*®^ und 68*®^ Band des 
Crelle'schen Journals, denen schon 1865 eine Publication im Jahres- 
bericht der städtischen Gewerbeschule zu Berlin vorausgegangen war, 
die Grundlage ihrer heutigen Gestalt erhalten hat, ist eine umfang- 
reiche Literatur über diesen Gegenstand erschienen; aber abgesehen 
von dem Werk von Th. Craig (A treatise on linear differential equa- 
tions, t. 1. New- York, 1889) und von solchen Büchern, in denen die 
genannte Theorie nur als spezieller Teil eines grösseren Ganzen er- 
scheint (wie z. B. in Koenigsberger's Lehrbuch der Theorie der 
Differentialgleichungen, Leipzig, 1889), fehlt es bisher noch immer 
an einer einheitlichen zusammenfassenden Darstellung. Wenn nun 
auch diesem Mangel durch das in Vorbereitung begriffene „Handbuch 
der Theorie der linearen Differentialgleichungen^' von L. Schlesinger 
in Berlin, welches die ganze Fülle des angehäuften Stoffes ordnen 
und übersichtlich entwickeln' will, in umfassender Weise abgeholfen 
wird, so bleibt daneben doch noch das Bedürfnis nach einer — soweit 
es die Verhältnisse gestatten — elementar gehaltenen Einführung in 
die Grundlagen der Theorie bestehen. 

Diesem Bedürfnis wünscht das vorliegende Buch zu entsprechen. 
Es möchte durch einen möglichst bequemen Eingang einen immer 
grösseren Ereis von Mathematikern zum Eintritt in dieses fruchtbare 
und* wichtige Gebiet der Wissenschaft veranlassen. Es hofft, schon 
dem Studierenden, der erst die Elemente der Differential- und Integral- 
rechnung, der Functionentheorie und die Hauptsätze der Determinan- 
tentheorie beherrscht, jenen Eintritt zu ermöglichen und vielleicht 
auch dem Docenten einen Leitfaden für eine einführende Vorlesung zu 
liefern. 

Zur Erreichung dieses Zwecks schien in erster Linie eine Be- 
schrärikung in der Auswahl des Stoffes geboten. Der Inhalt des Buches 
umfasst deshalb im wesentlichen nur den Nachweis der Existenz von 
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Integralen und die Untersuchung von deren Verhalten in der Um- 
gebung der einzelnen Stellen bei linearen homogenen Differential- 
gleichungen mit eindeutigen Coefficienten. Im übrigen wurde nur 
zugelassen ; was als Hülfsmittel oder Illustration für diese Hauptauf- 
gabe dienen konnte/ oder was sich unmittelbar daran anknüpfen Hess. 
Hierin möge es seine Erklärung finden^ wenn z. B. die elegante und 
an und für sich nicht schwierige Theorie der adjungierten Differential- 
gleichungen in dem Buche nicht berührt wird. Für das weitergehende 
Studium darf ja auch der Leser auf die schon erwähnten Bücher von 
Craig und Schlesinger, vor allem aber auf die einschlägigen Origi- 
nalabhandlungen verwiesen werden. 

Von besonderer Wichtigkeit mit Rücksicht auf das angestrebte 
Ziel war dem Verfasser die Anordnung des Stoffes und die Verbindung 
seiner einzelnen Teile. Er wünschte einen Weg zu verfolgen, der 
möglichst naturgemäss erscheint und bei Vermeidung von Wieder- 
holungen, soweit es irgend angeht, stets vom Einfacheren zum Com- 
plicierteren und Schwierigeren vorschreitet. Es sei gestattet, diesen 
Weg schon an dieser Stelle kurz anzugeben. 

Da die Coefficienten der der Untersuchung zu Grunde gelegten 
linearen homogenen Differentialgleichung nach Voraussetzung in der 
Umgebung jedes Wertes der unabhängigen Variablen die Gestalt von 
eindeutigen Potenzreihen haben, liegt die Frage nahe, ob sich viel- 
leicht auch ein Integral der Differentialgleichung in Form einer Reihe 
bestimmen lässt. Sie findet ihre Beantwortung in Kapitel I insoweit, 
als die Möglichkeit der formalen Herstellung einer derartigen Reihe 
mittelst einer Recursionsformel nachgewiesen wird, falls man sowohl 
von den Coefficientenreihen, als von der angesetzten Integralreihe an- 
nimmt, dass sie sich bei der in's Auge gefassten Stelle bestimmt ver- 
halten, drh. höchstens in Richtung der wachsenden Exponenten in's 
Unendliche gehen. In Kapitel II wird darauf die Berechnung der Reihen- 
coefficieiiten aus der Recursionsformel einer eingehenden Untersuchung 
unterworfen und in Kapitel III die Convergenz der so ermittelten 
Reihen dargethan, wenn der zu Grunde gelegte Wert der unabhäbgi- 
gen Variablen eine Stelle der Bestimmtheit^) ist. Da alle im Weier- 
strass'schen Sinne regulären Stellen der Coefficienten Stellen der 



1) Die Einfährnng dieses Begriffs (s. S. 14) stützt sich auf die Beschaffenheit 
der Coefficienten der Differentialgleichung; der Name ist im Anschlnss an Fuchs 
(Sitzungsber. d. Berl. Akad., 1886, S. 281) gewählt. Anschliessend an Thom^ 
(s. S. 90, Anm. 2)) nennt man dieselben Stellen regulär; doch soll die letztere 
Bezeichnung hier nur in dem von Weierstrass eingeführten Sinn benutzt 
Verden. 
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Bestimmtheit für die Differentialgleichung sind j ist hiermit die Existenz 
von Integralen erwiesen. 

Das sich nunmehr fühlbar machende Bedürfnis nach einer Über- 
sicht über die Fülle der Integrale führt in Kap. IV zu der Definition 
eines Fnndamentalsystems von Integralen und zu der JDntersuchung der 
Eigenschaften eines solchen, woran sich die Zurückführung der Inte- 
gration von nicht homogenen linearen Differentialgleichungen auf die- 
jenige von homogenen anschliesst. 

Durch Einführung des Begriffs eines Fnndamentalsystems von 
Integralen gestaltet sich alsdann die Aufgabe der weiteren Untersuchung 
dahin, ein solches für die Umgebung jedes Wertes der unabhängigen 
Variablen zu ermitteln. Ihre Lösung für reguläre Stellen in Kap. V findet 
sogleich eine Anwendung auf die Integration der linearen Differential- 
gleichungen mit constanten Coefficietiten. Von den unendlich vielen 
regulären Fundamentalsjstemen gelangt man in Kap. VI zu dem Be- 
griff des monogenen Gebildes der Integralfunction und zur Definition 
der Gruppe der Differentialgleichung. 

Nunmehr muss sich die Untersuchung den singulären Stellen zu- 
wenden, und zwar schliessen sich hinsichtlich der Einfachheit zunächst 
diejenigen der Bestimmtheit an die regulären Stellen an. Es wird so- 
nach in Kapitel VII die analytische Gestalt der Integrale bei einer 
solchen Stelle ermittelt, wobei sich ergiebt, dass dieselben im allge- 
meinen mit Logarithmen behaftet sind, sich bestimmt verhalten 
und in bestimmter Weise in Gruppen sondern. In Kapitel VIII wird 
dann die Berechnung der logarithmenbehafteten Integrale nach einer 
Methode durchgeführt, die sich namentlich durch Benutzung einer 
erweiterten Recursionsformel eng an die Methoden von Kap. I, II, III 
anschliesst und ausserdem in Kapitel IX direkt zu einer Zerlegung 
der Integralgruppen in Untergruppen führt. Hat sich so gezeigt, dass 
sich bei einer Stelle der Bestimmtheit sämtliche Integrale bestimmt 
verhalten, so ist zur Ergänzung dieser Theorie der Beweis der Um- 
Tcdirung dieses Satzes erwünscht, welcher in Kap. X erbracht wird. 

Da bei Stellen der Unbestimmtheit die bisher benutzten Methoden 
versagen, muss ein Ersatz geschaffen werden, der sich in der Funda- 
mentalgleichung (Kap. XI) darbietet. Mit ihrer Hülfe werden in Kap. XII 
bezüglich der analytischen Gestalt der Integrale für die Umgebung einer 
beliebigen singulären Stelle diejenigen Resultate wiedergefunden, die 
sich vorher mittelst der Recursionsformeln für Stellen der Bestimmt- 
heit ergeben haben, — mit dem Unterschied natürlich, dass sich bei 
einer Stelle der Unbestimmtheit nicht sämtliche Integrale bestimmt 
verhalten können. Da es aber möglich ist, dass bei einer Stelle der. 
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Unbestimmtheit ein Teil der Integrale sich bestimmt verhält, so erfordert 
dieser Fall in Eap. XIII eine besondere Behandlung, welche auch 
Gelegenheit bietet, auf die ZerlegbarJceit und Eedüktibilität von linearen 
Differentialgleichungen einzugehen. 

Endlich mus§ in Kap. XIY dem Verhalten der Integrale für un- 
endlich grosse Werte der unabhängigen Variablen noch eine besondere 
Betrachtung gewidmet werden, wonach in Eap. XY die Aufstellung 
und kurze Untersuchung derjenigen Differentialgleichungen, die im End- 
lichen und Unendlichen nur Stellen der Bestimmtheit besitzen, den Ab- 
schluss des Ganzen bildet. 

Die Art der Darstellung des vorstehend skizzierten Inhaltes ver- 
folgt das Ziel, einerseits nach Möglichkeit zu vereinfachen und zu- 
sammenzuziehen, andererseits aber auch keine Lücken zu lassen, zu 
deren Ausfüllung weitergehende Kenntnisse aus anderen Gebieten der 
Mathematik erforderlich wären. Aus diesem Grunde glaubte sich der 
Verfasser zu einer gewissen Breite des Ausdrucks berechtigt; er 
hofft, dadurch dem Anfanger das Verständnis zu erleichtern. Dem 
gleichen Zweck sollen zahlreiche, den meisten Abschnitten beigefügte, 
möglichst einfache Beispiele dienen. Ebenso ist der dem Buch mit- 
gegebene Anhang zur Bequemlichkeit des Lesers bestimmt. Er enthält 
solche Hülfssätze und -Betrachtungen, die nicht der Theorie der linea- 
ren Differentialgleichungen selbst angehören und in der Form, wie sie 
hier gebraucht werden, nicht unmittelbar aus leicht zugänglichen 
Büchern entnommen werden können. Durch die Femhaltung dieses 
Materials aus dem Text des Buches und Verweisung in einen beson- 
deren Anhang sollte vornehmlich einem schon vorgeschritteneren Leser 
gedient werden, der diese Hülfsbetrachtuugen andernfalls zum Teil 
hätte überschlagen müssen, während sie mit Bücksicht auf den An- 
fanger wohl nicht ganz fortbleiben durften. 

Was nun die Quellen anlangt, denen man die in dem vorliegen- 
den Buch dargestellten Grundlagen der Theorie der linearen Differen- 
tialgleichungen verdankt, so sind dies im wesentlichen die Abhand- 
lungen von Fuchs, Frobenius, Hamburger, Thome und anderen, 
nicht zu vergessen die Bemerkungen Riemann's in dessen Nachlass. 
Wo immer dem Verfasser bei der Bearbeitung eine von diesen Quellen 
vorgelegen hat, oder wo ihm auch nur nachträglich die zunächst im 
Interesse des einheitlichen Charakters des Ganzen möglichst unabhängig 
durchgeführte Entwicklung mit derjenigen bei anderen Autoren eine 
Verwandtschaft zu zeigen schien, wurde direkt auf die betreffende 
Stelle verwiesen. Gleichwohl ist es bei dem Charakter des Buches 
nicht nur nicht ausgeschlossen, sondern wohl unvermeidlich, dass in 
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manohen Fällen eine solche Verwandtschaft mit anderen Darstellungen 
unbemerkt geblieben ist; was von diesem Gesichtspunkt aus angesehen 
und entschuldigt werden möge. Am nächsten ihrer Art nach stehen 
der vorliegenden Arbeit vielleicht drei franzosische Publicationen, die 
deshalb, obwohl sie auch im Text citiert werden, schon hier genannt 
werden sollen; es sind dies 

Tanner 7, Proprietes des ^quations differentielles lineaires ä 
coefficients variables (Annales de Tecole normale, 2™® serie, 
i 4., 1875), 

Floquet, Sur la th^orie des eq. diflf. lin. (Ebenda, t. 8 (1879) 
Supplement), 

Fabry, Sur les integrales des eq. difif. lin. ä coefficients rationeis 
(These, Paris, 1885). 

Nicht erforderlich dagegen erscheint es, diejenigen Resultate und 
Methoden besonders hervorzuheben, die der Verfasser als sein Eigen- 
tum betrachten zu dürfen glaubt. Dies ist für den Anfänger ohne 
Belang; der kundige Leser aber ist selbst in der Lage zu entscheiden, 
was er in dem Buche .als originell gelten lassen will. 

Endlich ist es dem Verfasser ein tiefempfundenes Bedürfnis, auch 
an dieser Stelle seinem lieben Freunde und einstigen Lehrer, Professor 
Dr. C. Koehler in Heidelberg, den herzlichsten Dank auszusprechen 
für die wahrhaft uneigennützige und eingehende Art und Weise, in 
der er ihn bei diesem Unternehmen von Anfang an mit Bat und That 
unterstützt hat. Auch Herrn Professor Dr. Franz Meyer in Claus- 
thal, dem bereits die Druckbogen vorgelegen haben, ist der Verfasser 
für das thätige Interesse, das er seiner Arbeit entgegengebracht hat, 
zu Dank verpflichtet. 

So möge das Buch seinen Weg in die Öffentlichkeit antreten und 
in den Kreisen der Lernenden und Lehrenden seinem Gegenstand 
Freunde erwerben! Möchte es insbesondere auch den Beifall des- 
jenigen gewinnen, der freundlichst gestattete, ihm dasselbe als Zeichen 
tiefempfundener Dankbarkeit für die seit langen Jahren und bis in 
die Gegenwart fortdauernde wissenschaftliche Anregung und Förderung 
zuzueignen ! 

Giessen, im Dezember 1893. 

Lothar Hefter. 
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Einleitung. 



1. DefiDition der linearen homogenen Differentialgleichung. Be- 
deutet X eine unabhängig veränderliche Grösse, y eine unbekannte 
Function derselben und sind y\ y'\ ... die Zeichen für die successiven 
Ableitungen von y nach Xy so nennt man jede Gleichung 

F{x, y, y\ y", . . .) = 0, 

in deren linke Seite von jenen Zeichen x und y selbst nicht notwendig, 
dagegen mindestens eines der y\ y", . • • wirklich eintritt, eine Dijfe- 
rentiälgleichung und zwar eine gewöhnliche Differentialgleichung, weil nur 
gewöhnliche Differentialquotienten darin vorkommen, x heisst die 
imabhängigey y die (vermittelst der Differentialgleichung von jener) a6- 
hängige Variable. Enthält die Gleichung ausser x noch andere ver- 
änderliche Grössen, von denen y mithin auch abhängen wird, ohne 
dass jedoch nach diesen Veränderlichen genommene Ableitungen von 
y in der Gleichung vorkommen, so nennt man dieselben Parameter der 
Differentialgleichung. 

Ist j/^**^ die Ableitung höchster Ordnung, welche in F vorkommt, 
so sagt man, die Differentialgleichung sei von der n*^ Ordnung. Ist 
jP = eine algebraische Differentialgleichung, d. h. lässt sich die linke 
Seite in die Gestalt einer ganzen rationalen Function von y, y . . y^^^ 
bringen, so spricht man noch von dem Grad der Differentialgleichung 
und versteht darunter den Grad jener ganzen Function in den genann- 
ten Grössen. 

unter den gewöhnlichen algebraischen Differentialgleichungen be- 
liebiger Ordnung sind nun die einfachsten diejenigen vom ersten Grade 
oder die gewöhnlichen linearen Differentialgleichungen , d. h. Differential- 
gleichungen von der Form 

JPo(^)2/^"^ + Vi{^)¥^ ""^^ H h Pn{x)y +p{x) = 0, 

worin p^, Pi, - - -, Pn und p irgend welche gegebene Functionen von x 
sind, und die Coefficienten der Differentialgleichung heissen. Fehlt ins- 
besondere der von y und seinen Ableitungen freie Teil p(x), so nennt 
man die lineare Differentialgleichung homogen. Da nun, wie sich 

Heffter, I)i£rerentialgleicbuiige&. 1 
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später zeigen wird, die UntersuchuDg der nicht homogenen stets auf 
diejenige von homogenen linearen DiflFerentialgleichungen zurückgeführt 
werden kann, so brauchen nur die letzteren den Gegenstand unseres 
Studiums zu bilden, also die Gleichungen der Form 

2. Die Coefficienten der Differentialgleiohnng. Der individuelle 
Charakter einer linearen homogenen Differentialgleichung wird also, 
abgesehen von der Ordnungszahl w, nur durch die Natur der Coeffi- 
cienten l>o; -Pi • • 'JP» bestimmt. Es ist deshalb erforderlich, um den 
Gegenstand unserer Untersuchung genau zu bezeichnen, zuvor noch 
die Voraussetzungen anzugeben, welche bezüglich der Coefficienten 
Po) Pi • - ' Pn gelten sollen. Für die unabhängige Variable a?, welche 
an sich in ihrem Wertbereich völlig unbeschränkt sein soll, also alle 
reellen und complexen Werte annehmen kann, bedienen wir uns dabei 
unter Benützung der geometrischen Darstellung complexer Grössen in 
einer Ebene der geometrischen Ausdrucksweise, sprechen also von 
der iC-Ebene, von Punkten, Curven, Flächenstücken in dieser u. s. w. 

Jede der Functionen p^, Pi* . .pn ist nun durch die Art, wie sie 
gegeben ist, entweder für die ganze o;- Ebene oder nur für einen be- 
stimmten Teil derselben definiert. Auch in dem Falle aber, dass 
nicht alle Coefficienten PoyPi-">Pn für die ganze a?- Ebene definiert 
sind, können wir annehmen, dass es ein und mir ein zusammenhängen- 
des Gebiet G in der ic- Ebene giebt, für welches alle n + 1 Coeffi- 
cienten gleichzeitig definiert sind. Gäbe es nämlich gar kein solches 
Gebiet, so wäre dies gleichbedeutend damit, dass überhaupt keine 
Diflferentialgleichung vorgelegt wäre. Giebt es aber mehrere, von ein- 
ander getrennte Gebiete der gedachten Art, G^, (t2 , . . . , so wird sich 
später (Kap. VI) zeigen, dass dann für jedes derselben eine besondere 
Untersuchung angestellt werden muss, dass es sich dann also gerade 
so verhält, als ob eine Differentialgleichung vorgelegt wäre, deren 
Coefficienten für Gj, eine andere, deren Coefficienten für G^ definiert 
sind, u. s. w. Wir wollen den zusammenhängeuiden Bereich, für den 
sämtliche Coefficienten p gleichzeitig definiert sind, das G6biet der 
Differentialgleichung nennen. Dieses umfasst also entweder die ganze 
ic -Ebene oder einen solchen Theil derselben, in welchem man von 
jedem beliebigen Punkt nach jedem beliebigen andern Punkt gelangen 
kann, ohne die Begrenzung zu überschreiten. Die unendlich grossen 
Werte von x können zum Gebiet der Differentialgleichung gehören 
oder davon ausgeschlossen sein. Uebrigens kann man dieselben durch 
Ausführung der Transformation 
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a? = — 

X 



für die unabhängige Variable in endliche Werte des Gebietes der 
transformierten, abermals linearen homogenen Differentialgleichung 
verwandeln, worauf wir später eingehend zurückkommen werden. 

Da es sich nun hier b]os um eine Einleitung in die Theorie der 
linearen Differentialgleichungen handelt, wollen wir die beschränkende 
Annahme machen, dass die Coefficienten JPo> JPi^ • • • JP« ^^ ^*^ ganzen 
Gebiet der Differentialgleichung eindeutige, endliche und stetige analytische 
Functionen sind oder nach Befreiung von einem ihnen allen anhaften- 
den und darum unwesentlichen gemeinsamen Factor, den wir jetzt 
immer schon entfernt denken wollen, diese Eigenschaften erhalten. 
Die Functionen JPo; JPi*-«Pn sollen sich also nach der Weierstrass- 
schen Ausdrucksweise in dem ganzen Gebiet der Differentialgleichung 
regulär verhalten und sind nach dem C auch y 'sehen Fundamen talsatz^) 
in der Umgebung eines jeden Punktes x = a im Innern des Gebietes 
als gewohnliche Potenzreihen von x — a (die nur positive ganze 
Potenzen von x — a enthalten) darstellbar. 

3. Die singnlären Punkte der Differentialgleichung. Dividiert 
man die ganze Differentialgleichung (1) durch den Coefficienten von j/("^ 

(2) y(»)_j_^y(«-l) + ...+ ^«y=0, 

so sind auch die Coefficienten der so transformierten Differential- 
gleichung (2) regulär in der Umgebung aller Punkte im Innern des 
Gebietes der Differentialgleichung mit Ausnahme derjenigen, wo Pq{x) 
verschwindet, weil dort mindestens einer der Coefficienten von (2) 
unendlich wird. Die ersteren wollen wir deshalb regulä/re, die letzteren 
singulare Stellen der Differentialgleichung nennen. Nach der für die 
Functionen P09 Pi- - 'Pn geltenden Voraussetzung kann man aber auch 
in der Umgebung einer solchen singulären Stelle o; = a jeden der 
Quotienten 

Po' Po' ' ' *' Po 

nach dem Ca uchy 'sehen Satz wieder als Potenzreihe von x — o dar- 
stellen^ die nur ganze Potenzen und höchstens eine endliche Anzahl 
negativer Potenzen enthält, a; = a ist also für diejenigen dieser Quo- 
tienten, die dort unendlich werden, nach der Weierstrass'schen Be- 



1) Vgl. z. B. Briot et Bouquet, Theorie des fonctions elliptiques. U. fid. 
Paris 1876. p. 149. 

1* 
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Zeichnung nur eine ausserwesentlich singulare Stelle^), Deshalb sollen 
diejenigen Stellen, welche im Gebiet der Differentialgleichung liegen, 
für die aber p^ipo) verschwindet, ausserwesentlich singulare Stellen der 
Diiferentialgleichung und im Gegensatz hierzu alle Punkte der a?- Ebene, 
welche dem Gebiet der Differentialgleichung nicht angehören, wesent- 
lich singulare Stellen der Diiferentialgleichung^) heissen. 

Nunmehr wollen wir jedem endlichen Punkte der r»- Ebene in 
Bezug auf die Differentialgleichung eine gewisse Umgebung zuordnen. 
Bei einer regulären und ausserwesentlich singulären Stelle x '^ a sei 
dies das Innere des Kreises mit dem Mittelpunkt a, der durch den 
diesem Punkt am nächsten liegenden singulären Punkt der Differential- 
gleichung hindurchgeht. Die Umgebung einer wesentlich singulären 
Stelle X = a dagegen sei das Innere eines Kreisringes mit dem Mittel- 
punkte a und so beschaffen, dass er vom Mittelpunkt a aus gerechnet 
der erste Kreisring von endlicher Radiendifferenz ist, der keinen sin- 
gulären Punkt enthält, der also ganz dem Gebiet der Differential- 
gleichung angehört. Giebt es in unendlicher Nähe von x = a keinen 

andern singulären Punkt, wie z. B. bei der Function e* in der Nähe 
von X = 0, so kann der Radius des inneren Begrenzungskreises jenes 
Ringes beliebig klein genommen werden, während derjenige des äusseren 
Begrenzungskreises wie bei einer regulären oder ausserwesentlich sin- 
gulären Stelle bestimmt ist. 

Es liegt auf der Hand, dass es wesentlich singulare Stellen geben 
kann, für die eine Umgebung von endlicher Ausdehnung nicht existiert. 
Besitzt aber die wesentlich singulare Stelle x = a eine (endliche) 
Umgebung, so kann man innerhalb derselben nach dem Laurent^schen 
Satz^) jeden der Quotienten 

Px Pi Pn 

Po^ Po Po 

in eine Potenzreihe von x — a entwickeln, welche aber unendlich viele 
negative Potenzen enthält. Hiermit rechtfertigt sich nachträglich — 
abermals durch die Uebereinstimmung mit der W ei erstras s 'sehen 
Namengebung — die Bezeichnung der nicht zum Gebiet der Differen- 
tialgleichung gehörenden Punkte als wesentlich singulare Stellen der 
Differentialgleichung. 



1) Dieselben Namen haben bei Fuchs eine andere Bedeutung. Vgl. Grelles 
Joum. Bd. 68. (1868). S. 378 und Artikel 34. 

2) Vgl. Briot et Bouquet, Th. d. f. eil. p. 168. 
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Fassen wir die vorangehende Erörterung kurz zusammen, so lautet 
ihr Inhalt: 

Wir unterscheiden reguläre, ausserwesentlich singulare und wesentlich 
singulare Stellen der Differentialgleichung (1) oder (2). Die Gesamtheit 
der beiden ersteren zusammen bildet das Gebiet der Differentialgleichung. 
Die ausserwesentlich singulären Punkte sind die Nullstellen von Po{x). 
Jedem Punkt der x- Ebene ist eine Umgebung zugeordnet, welche bei den 
Stellen der beiden ersten Arten ein Kreis ist, bei der dritten Art ein 
Kreisring, dessen Flächeninhalt auch Null sein kann. Die Coeffidenten 
der Differentialgleichung in der Gestalt (2) sind^ sobald eine Umgebung 
von X = a existiert, nach ganzen Potenzen von x — a entwickelbar. Ist 
X ^== a regulär, so enthalten alle diese Beihen nur positive Potenzen; ist 
X = a ausserwesentlich singulär, so kommen auch negative Potenzen vor, 
jedoch nur in endlicher Anzahl; ist x = a wesentlich singulär^ so enthält 
mindestens eine der Beihen unendlich viel negative Potenzen. 

4. Ziel der UnterstLChung. Nachdem im Vorstehenden der Gegen- 
stand unserer Untersuchung genau festgelegt worden ist, tritt nun die 
Frage an uns heran, was als Ziel derselben zu bezeichnen ist. 

Eine DiflFerentialgleichung legt uns, gerade wie eine algebraische 
Gleichung, das Problem vor, die in der Gleichung enthaltene unbe- 
kannte Grösse zu ergründen. In unserm Fall handelt es sich also um 
eine Grösse y, welche so als Function von af zu bestimmen ist, dass 
sie die DiflFerentialgleichung erfüllt oder befriedigt und zwar identisch, 
d. h. wenn sie in die Gleichung eingesetzt ist, soll deren linke Seite, 
die ja dann formal nur noch von der Variablen x abhängt, thatsäch- 
lich auch von dieser unabhängig und gleich Null sein. Eine Function 
y von X mit dieser Eigenschaft nennt man ein Integral der Differen- 
tialgleichung, ihre Ermittelung die Integration der Differentialgleichung. 
Diese Bezeichnungen haben ihren Ursprung darin, dass das Problem 
einer DiflFerentialgleichung eine Verallgemeinerung des Problems der 
Integralrechnung oder besser umgekehrt dieses nur ein sehr specieller 
Fall von jenem ist. 

Der Inhalt dessen, was man unter Integration einer Differential- 
gleichung versteht, hat aber im Laufe der Zeit eine erhebliche Wand- 
lung erfahren. Wie man bei den algebraischen Gleichungen zunächst 
nach Auflösung, d. h. nach einem Ausdruck der Wurzeln durch die 
Coefficienten vermittelst bekannter Functionszeichen trachtete, hierbei 
bald auf Schwierigkeiten stiess, zweifelhaft wurde, die Existenz der 
Wurzeln erst beweisen musste (Gauss), aber nicht viel später auch 
die Unmöglichkeit, dieselben allgemein durch bekannte Functions- 
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zeichen zu erhalten, entdeckte (Abel) — ganz ähnlich hier! Man 
suchte zunächst unter den bis dahin bekannten Functionen nach solchen, 
welche die Differentialgleichung erfüllten. War dies unmöglich, so 
trachtete man, die Lösung auf Quadraüiren zurückzuführen, d. h. auf 
Differentialgleichungen ersten Grades und erster Ordnung von der 

Gestalt ^ = /^(äj), — eine rein formale Verschiebung der Schwierig- 
keit. Da es aber nicht an Fällen mangelte, wo weder das Eine noch 
das Andere gelang, warf sich auch hier von selbst die Frage auf: 
jyGiebt es denn überhaupt immer ein Integral? ^\ eine Frage, die von 
Gauchy*) in wesentlich bejahendem Sinn beantwortet wurde, und 
als Gegenstück zum Ab einsehen Satz in der Algebra könnte man hier 
einen Beweis von Liouville^) gelten lassen, wonach das elliptische 
Integral erster Gattung nicht durch die bekannten Functionen aus- 
drückbar, mit andern Worten also die entsprechende Differentialglei- 
chung erster Ordnung im alten Sinn des Wortes nicht integrierbar ist. 

So wurde die Stellung zum Differentialgleichungs-Problem eine 
wesentlich neue. Wie man in der Algebra heute nur noch fragt: 
„welches sind die Eigenschaften der durch eine bestimmte algebrai- 
sche Gleichung definierten algebraischen Zahl?*', so hier: „Welches 
sind die Eigenschaften der Function, die durch eine bestimmte Differen- 
tialgleichung definiert wird?^^ Während früher vorzugsweise die Diffe- 
rentialgleichungen interessierten, die man im damaligen Sinne integrie- 
ren konnte, ist es jetzt gerade umgekehrt. Wo wir bekannte explicite 
Functionsausdrücke haben, ziehen wir diese natürlich vor und werfen 
die Differentialgleichung als unnütz gewordene Schale bei Seite; wo 
das aber nicht der Fall, da ist uns die Differentialgleichung selbst das 
einzige Mittel zur Bestimmung der ihr genügenden Function. 

Wenden wir diese allgemeine Betrachtung auf den vorliegenden 
Fall an, so ist die Aufgabe, welche uns eine lineare homogene Diffe- 
rentialgleichung stellt, hiernach die ftmctionentheoretische Untersuchung 
des Integrals, bezw. der Integrale auf Grund der Daten der DifferenticH- 
gleichung. 

Diese Untersuchung ist zu eröffnen mit dem Nachweis der Existenz 
von Integralen. Ist derselbe geführt, so sind Methoden zu entwickeln, 
welche sowohl — wenn dies möglich ist — die Berechnung der In- 
tegralwerte für die Werte von x im Gebiet der Differentialgleichung ge- 
statten, als auch Aufschluss geben über das analytische Verhalten der 
Integrale in der Umgebung aller regulären und singulären Punkte. Hierbei 

1) Vgl. z. B. Briot et Bouquet, Th. d. f. eil. p. 325 u. ff. 

2) Journ. de Fficole Polytechnique, Cah. 23. (1834.) p. 37 ff. 
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wird sich sehr bald schon eine weitere UntcrscJieidting unter den singu- 
lären Punkten als notig erweisen: wir werden nämlich finden, dass in 
gewisser Hinsicht die regulären Stellen mit den ausserwesentlich singu- 
lären von bestimmter Art einerseits den übrigen ausserwesentlich singur 
lären und den wesentlich singulären Stellen andererseits gegenüberstehen, 
sodass sich auch die Untersuchung entsprechend diesen beiden Arten 
von Punkten gabelt. Den Schluss soll eine kurze Betrachtung der- 
jenigen Differentialgleichungen bilden, welche nur Stellen der ersten Art 
besitzen. 



Kapitel I. 
Recnrsionsformel nnd determinierende Gleichung. 

5. FeststeUung der ersten Aufgaben. Nach den einleitenden Er- 
örterungen ist die erste Aufgabe der Nachweis der Existenz von Integralen 
der vorgelegten Diflferentialgleichung 

(1) P(x, y) =py^^ +l>i2/<"-'^ H bPnV^O. 

Darauf zielen deshalb auch unsere nächsten Schritte hin. 

Sei X = eine ganz beliebige Stelle, regulär oder singulär, jedoch 
mit einer endlichen Umgebung. Was dann hier und im Folgenden zur 
Vereinfachung der Formeln von a; = gesagt wird, gilt natürlich für 
jede beliebige Stelle x = a von derselben Beschaffenheit; man kann 
ja durch die einfache Transformation 

x — a = x' 

diesen Fall auf jenen zurückführen. 

Da nun in der Umgebung von x = die Coefficienten Po^Pi-^Pn 
der Differentialgleichung nach ganzen Potenzen von x fortschreitende 
Reihen sind, liegt es nahe, auch die Integrale, d. h. die Functionen, 
welche för y in (1) substituiert, diese erfüllen, in der GestaU von 
Beulen zu suchen, die nach Potenzen von x fortschreiten. 

Hierbei zeigt zunächst eine einfache üeberlegung, dass man 
nur solche Reihen in's Auge zu fassen braucht, deren sämtliche Ex- 
ponenten (der Potenzen von x) sich untereinander nur um gange Zahlen 
unterscheiden. Genügt nämlich der Differentialgleichung (1) eine Reihe 
1^, bei der diese Eigenschaft nicht besteht, so kann man r^ zerlegen 
in eine Summe mehrerer Reihen 

'^ ^ '^i + ^2 + • • ; 

sodass etwa rji nur Potenzen enthält, deren Exponenten von cc^, rj^ 
nur solche, deren Exponenten von «g; ^- ^- ^- ^^^ ^^ ganze Zahlen 
verschieden sind, während keine ' der Differenzen zwischen ccua^,., 
ganzzahlig oder Null ist. Da nun 

P(x, n) = Pix, ,,,) + p(x, %) + ••, 
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ist für das identische Verschwinden von P(a;, ri) erforderlich, dass 

einzeln * 

P(x, i?i) = 0, P{x, 1^2) = 0, . .; 

denn, da die "Goefficienten Pq, Pi» » Pn iiur ganze Potenzen enthalten, 
treten in jedem der letzteren Ausdrücke nur solche Potenzen von x 
auf, die in keinem der übrigen vorkommen. Damit also die Coeffi- 
cienten der einzelnen Potenzen von x Null sind, wie es das identische 
Verschwinden von P(Xj ij) erfordert, müssen jene Ausdrücke einzeln iden- 
tisch verschwinden, d. h. i^^, i^^y * * müssen selbst Integrale sein. Ein 
Integral rj, bei dem unsere oben ausgesprochene Behauptung nicht 
erfüllt ist, lässt sich also stets als Summe mehrerer Integralen dar- 
stellen, bei deren jedem sie erfüllt ist 

Die Reihen, durch welche wir versuchen wollen, der Differential- 
gleichung (1) zu genügen, sind daher in der Form 

(2) fi = x^^CkC^ 

(*) 

anzusetzen, wobei a eine ganz beliebige, reelle oder complexe Zahl 
ist und Tc nur ganzzdhlige Werte durchläuft. Es ist natürlich keines- 
wegs ausgeschlossen, dass Ic dabei auch negative ganzzahlige Werte, 
ja sogar unendlich viele solche durchlaufen kann. Allein, wenn man 
nun (2) in die Differentialgleichung (1) substituiert und dann die 
CoefQcienten Ck der Reihe (2) und a so zu bestimmen sucht, dass alle 
Coefficienten von x in dem Ergebnis jener Substitution verschwinden 
(Methode der unbestimmten Coefficienten), so zeigt sich bald, dass die 
Ausführung dieser Aufgabe — wenigstens mit elementaren Hülfs- 
mittein — unmöglich ist, sowohl wenn Je in (2) auch unendlich viele 
negative Werte annimmt, als auch, wenn einer der Coefficienten 
PofPi"Pn unendlich viele negative Potenzen enthält. 

Es ist daher eine notwendige Beschränkung , wenn wir nunmehr 
annehmen, x = sei nicht wesentlich singulare Stelle oder x = gehöre 
dem Gebiet der Differentialgleichung an, sodass in der Umgebung von 
X =^ (1) so geschrieben werden kann, dass die Coefficienten keine 
negativen Potenzen von x enthalten. Wir setzen die Gleichung — 
wie bald ersichtlich sein wird, zur Vereinfachung der folgenden For- 
meln — insbesondere in die Gestalt 

(3) P{x,y) = x\ ^,y(-^ + x-^'^,y(--'^ + • • + x^n-iy + %y = 0, 

wo ^Q ^1 . . ^n gewöhnliche Potenzreihen von x sind und für x = 
nicht sämtlich verschwinden. Die in dieser Weise eindeutig bestimmte 
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Gestalt (3) der Differentialgleichung wollen wir deren Norfnälform hei 
a? = ^) nennen. • 

Es iijfc ferner geboten, — weil, wie schon ausgesprochen wurde, 
im entgegengesetzten Fall der Erfolg ausgeschlossen ist — nur nach 
solchen Reihen 

(4) ^ = ^ CkO!^ (t = a, a + 1,..) 

(*) 

ZU fragen, wo der absolute Betrag von a — den wir nach Weier- 
strass mit \a\ bezeichnen — eine endliche Grösse ist. Wir wollen 
von einer solchen Reihe (4), deren Anfangscoefficient Ca=f=0 ist, so- 
dass die Reihe thatsächlich genau mit x^, nicht erst mit einer höhe- 
ren Potenz beginnt, sagen, „sie gehöre m der- ZcM oder m dem Ex- 
ponenten a" oder kurz ^^m a". Gleichzeitig wollen wir sagen „Äe 
Beihe rj verhält sich bei x = bestimmt", weil sie mit der bestimmten 
endlichen Potenz xr^. multipliciert für x = einen bestimmten, endr- 
liehen y von Null verschiedenen Wert annimmt. 

unsere erste Hauptaufgabe ist daher die Aufsuchung aller Integrale 
in Reihenform, welche sich bei der beliebigen, dem Gebiet der Differential- 
gleichung angehörigen Stelle a; = bestimmt verhalten. 

Diese Aufgabe wird in den drei ersten Kapiteln behandelt. In 
dem gegenwärtigen ersten Kapitel werden die Gleichungen aufgestellt, 
denen die Coeffidenten Ck der Reihe (4) zu genügen haben, wobei sich 
auch eine Gleichung ergiebt, deren Wurzel der Anfangsexponent a sein 
muss. Im zweiten Kapitel wird ermittelt, welche Wurzeln jener Glei- 
chung thatsächlich Anfangsexponenten von einer Reihe (4) sein können. 
Im dritten Kapitel endlich wird gezeigt, wenn die aufgestellten Reihen 
convergieren, also Integrale^ darstellen. 

6. Die Reciirsionsformel. Zur Berechnung der Coefficienten c 
der Reihe (4) müssen wir diese und ihre n ersten Ableitungen in (3) 
einsetzen und den entstehenden Ausdruck identisch zu Null machen. 
Zu dem Ende bezeichnen wir den Summationsbuchstaben in ri jetzt 
mit s und haben also 



= i^<^> = V 5(s — 1) . . (s — fi + 1) c,af-^ 



Ou = l,8,. ., «). 



1) S. Frobenius, Grelles Journ. Bd. 80. (1875.) S. 319. 
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Um auch in der DiflFerentialgleicliung (3) die Reihenform der Coeffi- 
cienten sichtbar zu machen, schreiben wir 

?»(«^) =^ Pr-ia^ (i = 0.1, «,..) 

m 

(r = 0, l,.., n) 
WO 

• _ *?' (0) 

pyi = -Ti — 
Dann wird 



(5) 



P{x, ri) =^pox^sis - 1) . . (s — « + l)c.a;'+'- 
+^pu^s(s _ 1) . . (s — « + 2)c,x'+^ 



^■^Pn^^ 



C»X' 



9-{-X 



oder, wenn man die rechte Seite als dreifache Summe schreibt/) 
(5«*) F{x, 71) =^^^pvxs(s - 1) . . (5 - w + i; + l)€,x^+' 

V X 8 

/s = a , a -}- 1 » • • 
I i = 0, 1, 2,.. 
yr = 0, 1, . ., » / 7 

wobei das Produkt s{s — 1) . .(s — w + v + 1) für v = n natürlich 
^ 1 zu setzen ist. Damit nun P{x, ri)^0 werde, muss der Ausdruck 
(5) oder (5*) nach Potenzen von x geordnet und dann der Coefficient 
jeder einzelnen Potenz gleich Null gesetzt werden. 
Zu dem Ende setzen wir 

s-j-A = Ä, X = h — s 
und erhalten 

(5") P{x, r,) =222 ^^' *-'*(* - 1) . . (s - n + V + l)c.a;*, 

V 8 k 

wo 

h = ay a + 1, « + 2, . . . 

s = «, a + 1? • • •» 'fc > 



1) Lässt man die Summation über s fort und ersetzt c^ durch 1, so hat man 
also in dem sich ergebenden Ausdruck das Resultat der Substitution von af für y 
in (3). Diese Function von x nennt Frobenius, Grelles Joum. Bd. 80, S. 318, 
die charakteristische Function der Differentialgleichimg. 



12 Kapitel I. [6. 7. 

da für s^Jc p^^ t_, seine Bedeutung verliert, also ^ zu setzen 
ist, und 

V = 0, 1, . . n. 

Der CoefBcient einer beliebigen Poteoz ic* in P{x, rj) ist daher 

(6) F,a =22pr, k-,sis — 1) . . (S — « H- V + 1) C, 

oder 

(6*) Fka ^akaCa + «* a+lC„ + i + • • + «*itC*, 



wenn 



V 



(7) ajt, =^ p^^ k-8s{s — 1) . . (5 — n + V + 1) 

gesetzt wird. Mit Hülfe dieser abkürzenden Bezeichnungen ist also 

(5*^) ^ P(x,rji)^^ FkaOC^ (fc = a, a + l, a + 2,...) 

(*) 

und 

(8) Fka ^ ClkaCa + «ia + l + ' ' + «**C* == 

(ib = a, a + l> a + 2,...) 

ein System von Gleichungen, welchem die Ooefficienten c genügen 
müssen, damit Gleichung (3) durch (4) identisch erfüllt wird. Weil 
Formel (8) aber jedes Ck, sobald a** =|= 0, durch die vorangehenden c 
ausdrückt, nennt man sie die Recursionsformel der Ooefficienten c 
oder der Reihe (4) oder auch die m x = gehörige Becursionsformel 
der Differentialgleichung (3). 

Wir fassen daher den Inhalt dieses Artikels dahin zusammen: 
Die Ooefficienten c einer sich bei x = bestimmt verhältenden Beihe 

(*) 

welche der Differentialgleichung (3) bei der ihrem Gebiet angehörigmi Stelle 
X = genügen soll, müssen der Becursionsformel 

Fka ^ akaCa + ajta + iCa+l + ' * + «JfcifcCifc = 

oder dem aus dieser für Ä; = «, a + 1> • . • entspringenden Gleichungs- 
system genügen. 

7. Die determinierende Gleichung. Wir haben bis jetzt noch 
nicht hervorgehoben, dass wir mit der Recursionsformel zugleich auch 
schon eine Gleichung gewonnen haben, welcher der Anfangsexponent 
a der Reihe 17 genügen muss. Bildet man nämlich die Recursions- 
formel (8) für Je = a, so reduciert sich dieselbe auf 
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Damit also die Reihe mit der Potenz x^ beginne , wozu erforderlich 
ist, dass Ca =4= 0, muss 

sein. Der Anfangsexponent a einer Reihe ri muss also eine Wurzel 
der algebraischen Gleichung in Je 

ükk = 
sein, deren linke Seite wir gelegentlich auch durch F{k) 

F{k) = ajtk 
bezeichnen. Wegen dieser Eigenschaft nennt man 

a^k = FQc) = 

die m der Stelle x = gehörige determinierende Gleichung ^)f akk^F(k) 
die m X = gehörige determinierende Function. 

Der explicite Ausdruck dieser determinierenden Function ist nach (7) 



v^n 



(9) at* = F{k) =2)j)rok(k ~ 1) . . (Ä - n + 1/ + 1) , 

also, da !pyo die Anfangscoefficienten der Reihen $, in (3) sind, aus 
der Differentialgleichung selbst unmittelbar abzulesen. 
Wir haben daher das Resultat: 

Der Anfangsexponent a einer Beihe i^, welche der Differentialglei- 
chung (3) genügen soll, muss eine Wurzel der determinierenden Gleichung 

akk = F(k) ^^^.{0)k(k - 1) . . (Ä — n + i; + 1) = 
sein. 

8. Grad der determinierenden Gleichung; Stelle der Bestimmtheit. 
Die determinierende Function ist nach Vorstehendem eine ganze ratio- 
nale Function von k, deren Grad zwischen und n variieren kann. 

Ist der Grad = 0, so besitzt die Gleichung gar keine endliche 
Wurzel; folglich existiert gar kein Integral unserer Differentialgleichung, 
das bei a;»=0 die Gestalt einer sich daselbst bestimmt verhaltenden Reihe 
(4) hat. Dieser Fall tritt offenbar dann ein, wenn ))no der einzige 
von Null verschiedene unter den Coefficienten pvo (^ = 0, 1,. .,w) ist. 



1) Diese BezeichnuDg hat Frobenius eingeführfc (Grelles Journ. Bd. 80. 
S. 318.) — Fachs nennt dieselbe Gleichung determinierende Fundamentalgleichtmg 
(Grelles Journ. Bd. 68. S. 367). — Thom^. nennt die Differenz zwischen n und 
dem Grad der determinierenden Gleichung (s. Art. 8) den charakteristiscJien Index 
(Grelles Journ. Bd. 76. S. 267). 
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Von besonderer Wichtigkeit ist der entgegengesetzte extreme 
Specialfall, dass der Grad der determinierenden Gleichung n — gleich 
der Ordnung der Differentialgleichung — ist. Dieser tritt nach (9) dann 
und nur dann ein, wenn 

d. h. wenn die Reihe ^o(^) ^^ (3) ^^^ a; = nicht verschwindet. 

Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür, dass die m 
X = gehörige determinierende Function von demselben Grad sei wie die 
Ordnung der Differentialgleichung, besteht also darin, dass bei x = die 
Differentialgleichung in die Form 

(10) a;-5ßot/<«^ + ^«-^5Pij/(— 1) + . • + x%-iy + 5ß„y = 
gebraucht werden kann, wo ^q ?ßi . . $ß„ Iceine negativen Potenzen von x 
enthalten und ^o i^besondere mit einem von Null verschiedenen constan- 
ten Glied beginnt. 

In (10) kann man natürlich auch durch ^q dividieren und jeden 
der Quotienten 

da ^Q mit einem von Null versphiedenen constanten Glied beginnt, 
wieder in eine gewöhnliche Potenzreihe entwickeln. An Stelle von 
(10) kann daher auch ebenso gut die Form der Differentialgleichung 

(10') x^y^^^ + ä;«-i$i j^«-i) H h ?« . y = 

gesetzt werden. 

Wfr wollen eine Stelle x = 0, deren determinierende Function 
den Grad n hat, und bei der daher die Differentialgleichung die Ge- 
stalt (10) oder (lO') annehmen kann, aus später ersichtlichen Gründen 
eine Stelle der Bestimmtheit nennen, alle übrigen Stellen, welche jener 
Bedingung nicht genügen, Stellen der Unbestimmtheit Zu den ersteren 
gehören insbesondere die regulären Stellen. Ist nämlich ä; = eine 
solche und wäre Poq==0 , so müsste ja einer der Coefficienten 
pyo(i; = 1^ 2, . ., w) =f= sein (s. Gl. (3)). Dann würde aber nach 
Division der Gleichung durch den Coefficienten von j/^**) mindestens 
ein Coefficient f ür a; = unendlich werden. Zu den Stellen der Un- 
bestimmtheit gehören alle wesentlich singulären Stellen, weil bei ihnen 
die Form (3) und daher auch (10) der Differentialgleichung ausge- 
schlossen ist. Die ausserwesenäich singulären Stellen können Stellen der 
Bestimmtheit oder der Unbestimmtheit sein. 

9. Speoialisierung für reguläre Stellen. Ist ;r = eine reguläre 
Stelle der Differentialgleichung, so können wir die Gleichung in die 
Gestalt setzen 
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(11) OoJ^"* + O^y— 1' + • • + 0„y = 0, 

WO Do, D,, . ., O» gewöhnliche Potenzreihen von x sind und 0^(0) =4=0 
ist. Um diese Gleichung in die Normalform zu bringen, multiplicieren 
wir sie mit x^ und haben dann, verglichen mit (3), 

(12) iC^Dv^^r (r = 0,l, ..,«). 

Setzt man also 

(13) £ir =^ —.J- 3)^ =2 ^"'^^^ (i = 0, 1, 2, . . ) , 

X ' X 

so ist nach (12) 

(14) p,.A = qv,;i-r 

für v^ A, während für v < A pyji^ ^y,^— * ^ isfc. Die zu der regu- 
lären Stelle X = gehörige Recursionsformel lautet daher nach (6) 
und (8) in der Bezeichnung der Gleichung (11) 

(15) Fka =22 ^v,k-s-vS(s — 1) . . (s ~ w + i; + 1) c, = . 

I f=0 s=a 

Die determinierende Gleichung ist aber nach (9) und (14) 

(16) qooS(s-*l)--(s-« + l) = 

und hat die Wurzeln 0, 1, . ., n — 1. Setzt man daher in (15) für 
cc die kleinste dieser Wurzeln, a = 0, ein, so bemerkt man, dass für 
s = 0, 1, . . , n — V — 1 das Produkt s(s — 1) . . (s — n + i; + 1) 
und für s^Jc — v die Grösse q^, *_,—,, verschwindet. Daher braucht 
man über 5 nur von s = n — v bis s = Tc — v zu summieren. Die 
für die kleinste Wurzel a = der determinierenden Gleichung gebil- 
dete Recursionsformel bei der regulären Stelle x = der Differential- 
gleichung (11) lautet also 

(17) ^ ^(\,,k-,-vS(s—l)..{s — n-{-v+\)c, = 0. 



9=n — V r=0 



Man kann die Recursionsformel einer Reihe, welche in der Um- 
gebung der regulären Stelle a? «= der Differentialgleichung (11) 
genügen soll, noch in anderer Weise ableiten. Da nämlich die deter- 
minierende Gleichung (16) die Wurzeln 0, 1, . .,n — 1 hat, kann eine 
solche Reihe nur in der Form: 

V^ y^i Ci.a^ (A:=0, 1,...) 

angesetzt werden. Nach dem Taylor'schen Satz ist aber dann 
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Um also eine Beziehung zwischen den c zu ermitteln, braucht man nur 
eine solche zwischen den Ableitungen verschiedener Ordnung von ri 
aufzustellen und dann o; = zu setzen. Eine Beziehung der letzteren 
Art ist aber aus der Differentialgleichung (11) leicht zu finden. Differen- 
ziert man nämlich diese Gleichung, die wir mittelst des Summen- 
zeichens kurz so schreiben 



v=sn 



r=0 



Qc — w)-mal nach x, so ergiebt sich 



r=« r=k — n 



Setzt man hierin x = und demgemäss 

(Je — V ~r)\ Ck^^^r statt j/(*-^-'-), 
so folgt 

r=n r =k — w 

(18) 2 2 BW(0)f ;'*)(Ä-i'-r)!c*_,_.= 0. 

v = r = 

Führt man hier für r durch die Gleichung 

r ^=k — V — s 

den Summationsbuchstaben s ein, der also von k — v bis n — v läuft, 
während r von bis Ä — n geht, und dividiert (18) durch den von 
den Summationsbuchstaben Vy r unabhängigen und daher allen Gliedern 
gemeinsamen Faktor (k — n) ! , so wird (18) mit der auf anderem 
Weg abgeleiteten Formel (17) identisch. 

Für eine spätere Anwendung heben wir noch hervor — was 
ohne Schwierigkeit aus (7) und (14) abzulesen ist — dass, wenn man 
(17) in die Gestalt (8) setzt 

Cl'kkCk-}- dkk — lCk—l -{-•••• =0, 

ßkk den Faktor k(]c — 1) . . {k — w+ 1), akk-i den Faktor 
(k — l)(k — 2)..(Ä; — w+1) U.S.W. ak^k-n-{-i den Faktor (Ä; — n+ 1) 
enthält. 

Als Hauptinhalt dieses Artikels sprechen wir aus: 
Die Wurzeln der m einer regulären Stelle gehörigen determinieren- 
den Gleichung sind 

0, 1, . . ., n — 1; 



r 
1 
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die 0t4gehörige Eecursionsformel ergiebt sich entweder aus der allgemeinen 
Eecursionsformel durch Specialisierung in der Gestalt (17) oder unab- 
hängig von der allgemeinen Formel durch Differentiation der Differential- 
gleichung. 

10. Beispiele. Einige Beispiele mögen die Bildung der Recur- 
sionsformel und der determinierenden Gleichung noch weiter erläutern. 

1. Beispiel: 

wo Q eine ganze Zahl mit der Beschränkung 

0£Q£ny 

die ^ gewöhnliche Potenzreihen, 5ßo(^) 4= ^ ^^^ ^^^ Coefficienten 
keinen gemeinsamen Teiler mehr haben, a? = ist Stelle der Bestimmt- 
heit und für p = n regulär. Durch Multiplication der Gleichung mit 
cc^ erhält dieselbe die Normalform. Also ist die determinierende 
Gleichung 

5ßo(0)Ä . . (Ä: - w + 1) + ^i(0)Ä.. (fc — M + 2) + • . 

+ $ß„_,(0)Ä..(Ä-^ + l) = 05 

sie besitzt u. a. die Wurzeln 

0, 1,.., p— 1. 

Man überzeuge sich davon, dass in der zugehörigen Eecursionsformel 

die Grössen 

akk durch k(k — 1) . . (Ä — (> + 1) 
a**-.i „ (lc—l)..{k — Q + l) 



ajtk-Q-^i durch (Ä ~ 9 + 1) 

teilbar sind. 

Für (> = nimmt die Differentialgleichung die allgemeine Gestalt 
an, in die man eine Differentialgleichung bei einer Stelle der Bestimmt- 
heit stets bringen kann; für q = n wird x = reguläre Stelle. 

2. Beispiel: 

wo die a^ «2 . . «n Constanten sind, hat x = als ausserwesentlich sin- 
gulare aber Stelle der Bestimmtheit. Da die Gleichung schon in der 
Normalform vorliegt und 

^0 = Ij ^1 = «i> . ., 5ßn = a« , 
reduciert sich die Recursionsformel, da nur für s = Jc pr, k—s=^0 ist, auf 

Hofft er, DÜTerentialgleichungen. 2 
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wobei nach (7) 
üjtk ^ TcQc — 1) . . (i — w + 1) + «1 * • • (* — w + 2) + • • + a„ . 

Hiernach sind nur diejenigen Ck^O und zwar ganz beliebig, deren 
Index eine Wurzel der determinierenden Gleichung 

«** == 
ist. Sind also 

deren Wurzeln, so genügen die mit willkürlichen Constanten multipli- 
cierten Potenzen 

der vorgelegten Differentialgleichung. 
3. Beispiel: 

x{x - l)y"— [y _ (a + |3 + l)x\y+ aß.y = 0, 

worin a, ß, y Constanten, — eine sehr berühmte Gleichung, die wir, 
weil sie von Gauss zuerst behandelt wurde*), immer als Gauss^sche 
Differentialgleichung citieren wollen — hat x = und x = 1 als 
ausserwesentlich singulare aber Bestimmtheitsstellen. 

a) bei x = erhält die Differentialgleichung die Normalform 
durch Muliplication mit x. Dann sind 

ganze Functionen von x ersten Grades. Also wird die determinierende 

Gleichung 

— Ä;(fc— 1) — yl = 

mit den Wurzeln 

0, l-y. 

Führt man in der Recursionsformel die Summation über v = 0, 1, 2 
aus, so lautet dieselbe 

worin s = 1c, Je — 1, ... zu setzen ist. Wenn aber s <1c — 1, ver- 
schwinden alle Grössen infolge der Werte von 5ßo(^); $i(^)> ^2(^)- 
Somit erhält man die zweigliedrige Becursionsformel 

Ck[- h{k - 1) - ky] 

+ c,^t[{Jc — 1)(Ä - 2) + (k - l)(a + ß+l) + aß] = 

oder 

ctk(k + y—l) = Ci_i(Ä + a _ l)(Ä + /J _ 1). 

1) Gau BS, Werke Bd. III. p. 207 flf. 
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b) Bei X = 1 müssen die Coefficienten erst nach Potenzen von 
X — 1 geordnet werden: 

(x-l){l+x- l)y"+ [a + |3 + 1 _ y + (« + ^ + 1) (a; - 1)] y' 

Nun verfahren wir genau wie vorher, nur muss in den Formeln statt 
o; ■= a; == 1 gesetzt werden. 
Es ist 

«ßo(a;-l) = l + (a:-l), $i(a;-l) = «+/3 + l-y+(« + /J + l)(a;-l), 

Die determinierende Gleichung wird also 

^,il)h(Jc - 1) + ?ß,(l)i + ^,(1) = /:(Ä + « + /J - y) = 

mit den Wurzeln 

0, y - « - i3 

und die Recursionsformel schliesslich 

c,]c(Jc + « + ^ - y) + c,^,(k +a- l)(fc + /3 - 1) = 0. 

4. Beispiel: 

x^y'+ a^xy'-^- a^y = 0. 

x = ist aUjSserwesenflich singülär und Stelle der Unbestimmtheit; denn 
es ist 

die determinierende Function also 

nur ersten Grades. 

5. Beispiel: 

^y''+ €L^o(?y+ a^y = 0. 

a; = ist wieder Stelle der Unbestimmtheit^ 

SS^^{x)=x, '^y^{x) = a^x, '^^{x) = a^', 
die zu 0? = gehörige determinierende Function ist also 

d. h. von X unabhängig; die determinierende Gleichung hat also gar 
keine endliche Wurzel, und es giebt in diesem Fall sicher keine sich bei 
X = bestimmt verhaltende Reihe ; welche der DifiTerentialgleichung 
genügt. 



o ♦ 



Kapitel IL 
Bereclinülig der Reihencoefflcienten aus der RecnrsionsformeP). 

II. Fräoisierung der Aufgabe. Wir haben im vorigen Kapitel 
durch die Recursionsformel ein System von Gleichungen^ denen die 



Coefficienten c, 



a; 



Ca + 1 



der versuchsweise für y in die Differen- 



tialgleichung eingesetzten Reihe genügen müssen, und damit gleich- 
zeitig eine Gleichung für den Anfangsexponenten a gewonnen. Wir 
haben aber noch nicht untersucht, in welcher Weise sich die Coeffi- 
cienten c aus jenen Gleichungen berechnen. Insbesondere haben wir 
nur festgestellt, dass der Anfangsexponent a der notwendigen Bedingung 
unterliegt, eine Wurzel der determinierenden Gleichung zu sein; wir wissen 
aber nicht, ob umgekehrt m jeder Wurzel a derselben thatsächlich eine 
Beihe gehört, d. h. ob gerade bei diesem a die aus der Recursionsformel 
fliessenden Gleichungen durch einen von Null verschiedenen Wert von 
Ca zu erfüllen sind, bezw, unter welchen Bedingungen dies der Fäll ist 
Hier sind zwei Fälle zu unterscheiden: entweder die Gleichung 
o^kk=0 hat keine Wurzel, welche a um eine positive ganze Zahl über- 
trifft, oder sie hat mindestens eine solche. Im ersten Falle bleibt 
nach der für k = a aus der Recursionsformel gebildeten Gleichung 
Ca völlig willkürlich ; dann aber ist in keiner der unendlich vielen 
folgenden Gleichungen der Coefficient des höchsten, durch diese Glei- 
chung neu eingeführten c Null; mithin sind alle diese c als einfache 
Multipla des ersten willkürlich bleibenden Ca ausgedrückt, nämlich 



wo 



Da 



Ck = (- 1) 



ö^a+l, a 
ö^a-{-2, a 

«ifc—l, a 
dka 



k — a 



ak 



'a 



^a + l, a + 1 • ^a+2, a+2 

tta+l, a + 1 . 

öta-f-a, a + 1 öa + 2, a + 2 . 



öf*— 1, a + 1 
(^k, a+1 



ö^* — 1, a + 2 
öib,a+2 



' ' ^kk 




ÖA- — 1, *— 1 
0>kk—l 



1) Vgl. des Verf. Hab.-Schrift , Giessen 1888, und CreUes Journ. Bd. 111. 
(1898). S. 59—63. 
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Wir haben also das Resultat: 

Ist a eine Wurzel der determinierenden Gleichung, welche von keiner 
andern Wurzel derselben um eine positive ganze Zahl üb^troffen wird, 
so gehört zu ihr stets eine Beihe. 

Im zweiten Falle dagegen giebt es mindestens eine Wurzel von 
«** = 0, die a um eine positive ganze Zahl übertriflFt. Wir wollen 
eine Gesamtheit aller solcher Wurzeln von akk *== 0, die sich nur um 
ganze Zahlen oder Null von einander unterscheiden, eine Gruppe von 
Wurzeln dieser Gleichung nennen. Gehört also a einer solchen Gruppe 
an, so sei v die Wurzel der Gruppe mit dem grössten reellen Teil 
oder — wie wir kürz sagen wollen — die grösste Wurzel der Gruppe. 
Dann ergiebt also die ßecursionsformel (wenn von der ersten Gleichung 
ttaa . c« = abgesehen wird, weil a«« = 0) für 

^=7^ + 1; a-j-2,..., V — 1, V 
» 
zunächst ein System von v — a linearen homogenen Gleichungen 

zwischen ebensoviel Unbekannten 

Cay ea-\-l 2 • • *, Cp — 1, 

während die nächste Gleichung die beiden neuen unbekannten c^ und 
Cy+i einführt und von dieser an der Coefficient des höchsten c nie- 
mals mehr verschwindet. Es bleibt demnach Cy völlig willkürlich, 
und von c^+i ab sind alle Coefficienten c lineare homogene Functio- 
nen der Grössen 

Ca C(g -!.],•.• Cy • 

Es ist nun die Frage, ch jenes System von v — a Gleichungen ein 
anderes Lösungssystem besitzt als dasjenige, bei dem alle Ca*.. Cv—\ = 
sind, und speziell ein solches, bei dem Ca nicht notwendig gleich Null ist 

Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen hierfür zu er- 
mitteln, ist die Aufgabe der jetzt folgenden Untersuchung. 

13. Einführung von Bezeichnungen. Bezeichnen wir die von ein- 
ander verschiedenen Wurzeln der Gruppe von a bis v mit 

«> /*; y> *;•••> ^j f*; V, 

wo also jede um eine positive ganze Zahl grösser ist als die vorher- 
gehende, so lautet das zu untersuchende System linearer homogener 
Gleichungen 
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= üß-i^aCa + + ö/J-l,|9-l9-l 

= dß^aOa + + Ctfiß^lCß—l 

= ay^i^aCa + + ay_l^v-_lCr— 1 

= ar,aCa + + üv^v—lCy—i 

oder kurz geschrieben 

(1) =^aifc,C, ^i^ia (* = «+l,a + 2,...), 

wobei 

öK/j/j = öfyy = a^s = . . . = a^^ = a^v = , 

alle andern akh aber von Null verschieden sind. Es ist zu unter- 
suchen, unter welchen notwendigen und hinreichenden Bedingungen 
speziell Ca willkürlich bleibt, also nicht notwendig gleich Null gesetzt 
werden muss. 

Es ist klar, dass, wie das Verschwinden von aaa stets notwendig 
war, das Verschwinden aller Grössen 

unter allen Umständen hinreichend für die Willkürlichkeit von c« ist. 
Dies würde aber eine Lösung des Problems nur für einen so speziellen 
Fall bedeuten, dass wir nach Bedingungen von mehrsagendem Inhalt 
forschen müssen. 

Zu diesem Zweck führen wir noch einige abkürzende Bezeich- 
nungen ein. Das Gleichungssystem (1) werde mit 

8av oder kurz Sy 

die zugehörige Determinante, gebildet aus den Coefficienten von Sav^ mit 

Dav oder kurz D 
bezeichnet; allgemein sei 

Sqo und Dqo 

das System, bezw. die Determinante, welches aus S (bezw. aus D) 
entsteht, wenn a durch p, v durch 6 ersetzt wird und dabei q irgend 
eine der Zahlen a, /S, . . ., f*, 6 irgend eine der Zahlen /3, y, . . ., ft, i/, 
die grösser als (>, bedeutet. 
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Hiemach ^) ist zunächst D, die Determinante des ganzen Systems 
Sf als Produkt einer Anzahl von Unterdeterminanten darstellbar^ 
nämlich 

(2) D ^ Dav = Daß . DßY . Dyd . . . D^v' 

In D und in allen Unterdeterminanten jeder Ordnung derselben 
ist nun jede Zeile durch den ersten (Ä), jede Colonne durch den 
zweiten Index (s) charakterisiert. Wir wollen deshalb kurz von 
jfZeile Ä;" und y^Colonne 5" sprechen. Dann bezeichnen wir die Deter- 
minante, die aus Day durch Fortlassung von Zeile ß und Colonne ß 
entsteht (d. h. durch Fortlassung der beiden Reihen^ welche sich an 
der Stelle des Elementes a^ß kreuzen), mit 

die Determinante, die aus Dßs durch Fortlassung von Zeile und Co- 
lonne y entsteht, mit 

Dß{y)S-^ u. s. w.; 

ähnlich die Determinante, welche aus Da 6 durch Fortlassung der 
Zeilen und Colonnen ß und y entsteht, mit 

Da{ßY)ö'i 

die aus Dß^ durch Fortlassung der Zeilen und Colonnen y und 8 ent- 
stehende Determinante mit 

Dß{yd)B\ u. s. w.; 

u. s. w.; endlich die Determinante, die aus Dav durch Fortlassung aller 
Zeilen und aller Colonnen ß, y, d,..,^ii entsteht, mit 

Im Ganzen bilden wir so das folgende System von Determinanten 

(Daß 

Da{ß)Y DßY 

Da(ßy)d Dß{y)d Dyö 

Da(fiyS)B Dß{yS)8 Dy(d)e Dde 

• • • • 

^J-^a(ßy,..n)vJ-^ß{yö...^i)vJ-^y{69.,,f.i)v-U${ß,,,f.i)v* • • J-^fiv 



(3) 



Endlich setzen wir noch die nach Voraussetzung von Null ver- 
schiedenen Produkte 



1) Yergl. Baltzer, Theorie und Anwendang der Determinanten. 5. Aufl. 
Leipzig 1881. § 4. 2. S. 33. 






i — c. 7 — 3 , » — a 

A T^ :iii''ciz anf: wir •v:iLlf*a ahcr -ife Bggi^ciLSTTTg asek t5r diesen 






Iti a»>m ih./,en eine wolilfiefinierte Bedeattmg and sind pjh 31i<ff ver- 

13« Erseünu^ da« Bjateam S durch ein andereB^ Diu Glei- 
t(,'Mr/^*^j\^/im S kkt nan derart^ dass die Gleichimgeii 

^^-n, « — 0, . . . ., -fr— i. « = 






nur die Tcm ihnen neo eingefahrie unbekannte c, deren Coefficient 
^*- isfi, durch die bezw. Torangebenden der Grossen 

AnnArfieken, Gber ^« also nicbta aosaagen. Wir streben deshalb za- 
hh'MnX darnach^ da?^ System durch ein anderes zu ersetzen, welches 
nur rK^;h die Unbekannten CaCß . . Cf^ enthalt und für deren Werte dem 
HynUsm H ä^jaiTalent int. 

Zu dem Ende fassen wir zuerst von dem ganzen System S oder 
H»f nur das Teibystem Saß in's Auge, d. h. die Gleichungen 

Bind nun 

da+l,ff, da-{.i^ß, . . ., dßß 
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die Adjuncten der Elemente der ersten Colonne in der Determinante 
Daßj sodass insbesondere , 

^ßß = ± ^«/* 4= 

ist, so besteht die Identität 

Sucht man nämlich links die Coefficienten von c«, Co+i, • •> ^/?— i *^f; 
so sind dies Determinanten, deren erste gerade Daß ist, während in 
allen übrigen je zwei gleiche Colonnen (nämlich bezw. die 1*® und 2*®, 
1*® und 3*® u. s. w.) vorkommen. Die Identität (7) lehrt, dass nicht 
nur die Gleichung 

(8) Ca .Daß^O 

eine Folge des Systems Saß ist, — denn wenn die Gleichungen des 
Systems Saß erfüllt sind, verschwindet ja die linke Seite von (7), — 
sondern auch umgekehrt, weil dßß =4= 0, die Gleichung 

eine Folge der Gleichungen 

F«+i,«=0,...,i^^-i,« = und (8) 

ist. Das Teilsystem Saß ist daher dem System äquivalent, welches aus 
Saß entstehty wenn die Gleichung Fßa = durch (8) ersetzt wird. 

Betrachten wir nun das Teilsystem Say von Sav, in dem wir uns 
aber die Gleichung Fßa = schon durch (8) ersetzt denken und die 
letztere, weil sie schon die gewünschte Form hat, dass die Cs 
(^ ={= CK, /), . . ., fi) nicht mehr darin vorkommen, auslassen, so handelt 
es sich also jetzt um die Gleichungen 

-Pa+l, a = 0, . . ., -F^-1, a = 

-F/J+1, a = 0, . . ., i^y — 1, a = 0, Fya = 0. 



(9) 
Sind nun 



^a-f-l, y, . . ., dß^l^ y 

die Adjuncten der Elemente der ersten Colonne der Determinante 
Da(ß)Y, wobei insbesondere 

SO besteht die wie (7) zu beweisende Identität 

(7') rfa + i, yFa+l, a + f" ^/J-l, yF^-1, a + ^ß^i^ yi^/y + i,« -\ 1- 

+ dyy Fya ^ CaDa(ß)y + CßAaßDßy . 

Diese lehrt wiederum, dass nicht nur die Gleichung 
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(8') CaDa(^)Y dz C^ÄaßDiiy = 

eine Folge der Gleichungen (9), sondern auch umgekehrt, da dyy =f= 0, 
die Gleichung jPy« = eine Folge der übrigen Gleichungen (9) und 
der Gleichung (8') ist. Das System der Gleichungen (9) ist daher 
dem hieraus entstehenden System, wenn jPy^ = durch (8') ersetzt 
wird, äquivalent, folglich auch, wenn man zu (9) die fortgelassene 
Gleichung Fßa = wieder hinzufügt, das System Say dem hieraus 
durch Ersetzung von Fya «=* durch (8') entstehenden System. Ver- 
bindet man hiermit noch die vorangegangene, auf Saß bezügliche Be- 
trachtung, so hat man das Resultat: das System Say ist dem System^ 
welches hieraus entsteht, wenn Gleichung 

Fßa = durch (8) und Fya = durch (8') 

ersetzt wird, äquivcdent 

So schliesst man weiter, indem man bei dem nächst grosseren 
Teilsystem Saö die Adjuncten der Elemente der ersten Colonne von 

benutzt u. s. w., schliesslich bei dem ganzen System Sav die Adjunc- 
ten der ersten Colonne von 

Auf diese Weise wird das System S äquivalent ersetzt durch ein 
System, welches aus S entsteht, wenn an Stelle von 

Fßa = 0, Fya = 0, . . ., Fva = 

bezw. die Gleichungen treten 

= Ca^Daß 

= Ca Da(ß)Y ib CßAaßDßY 

= Co Da{ßY)ä + CßAaßDß{Y)d + CyAayDyS 



(10) 



,0 = Ca Da(ß..fi)v + CßÄaßDß{y,,fi)v + it CfiAafi'D/nv] 

d. h. das System S ist äquivaleiit dem System der Gleichungen (6) und 
(10) zusammengenommen. 

Da nun aber die Werte der Coefficienten c« Cß . .Cfi, wenn sie 
gemäss den Gleichungen (10) berechnet sind, durch die Gleichungen 
(6), wie schon oben bemerkt, gar nicht mehr alteriert werden, so 
kann man als Hauptergebnis dieses Artikels aussprechen: 

Für die Werte der Coefficienten Ca, Cß, . . .,Cf^ ist das System der 
Glei'Chungen (10) allein dem System S äquivalent^). 



1) Den hier gegebenen Beweis dieser Aeqoivalenz verdankt der Verf. einer 
Mitteilung des Herrn Pasch. 
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Hieraus ziehen wir noch die Folgerungen, die sich ebenso un- 
mittelbar ergeben, wie die entsprechende Bemerkung zu Anfang des 
Artikels 12 in Bezug auf das System 8: 

Das Verschwinden von Daß ist eine stets notwendige, und das Ver- 
schwinden von Daß, ^a(ß)Y} Da(ß..^i)y eine Gruppe stets hinreichender 
Bedingungen dafür, dass Ca willkürlich bleibt. 

Ersteres hätte man natürlich auch daraus erschliessen können, 
dass ohne das Verschwinden von Daß bereits das erste Teilsystem 
Saß nur die triviale Losung besitzt, bei der alle c = sind. Wir 
bemerken noch, dass die Coefacienten der c in (10) abgesehen von 
den A gerade die in (3) zusammengestellten Determinanten sind. 

14. Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür, 
dass zu einer Wurzel der determinierenden Gleichung eine Beilie 
gehört. Die soeben ermittelte notwendige Bedingung setzen wir nun- 
mehr als erfüllt voraus und sehen daher von der ersten der Glei- 
chungen (10) ganz ab. Dann hat man aber in den übrigen Gleichungen 
(10) ein System von ähnlicher Form wie (1) oder S und,, wenn 2)^,^=0, 
sogar ein völlig analoges. Ist aber Dfit =j= 0, so kann man die letzte 
der Gleichungen (10) einfach fortlassen — gerade wie ganz zu An- 
fang die Gleichungen jPy^i^„=0, i^^^g^ «= 0, . . . — weil sie über 
Ca nichts aussagt. Dieselbe Betrachtung knüpft sich dann an die 
vorletzte der . Gleichungen (10) u. s. w. Sind nun sämtliche Deter- 
minanten 

Dftv, Dxfi, . ., DßY =^0, 

so bleibt von dem ganzen System (10) nichts mehr übrig ausser der 
ersten Gleichung, und die stets notwendige Bedingung 

Daß = 

ist in diesem Falle allein auch schon hinreichend. 
Andernfalls sei etwa 

von D^y aus gerechnet, die erste jener Determinanten, die verschwindet, 
so behält man von (10) nur die Gleichungen 

= CaDa(ß)Y + CßAaßDßy 



(!') 



= CaDa{ß..q)a-:\z ^ß^aßDß(Y,,g)a ^ * * * i CqAuqDqo 
= CaDa{ß..a)t + CßAaßDß(y,,a)t it ' ' * i <^Q'^aQD^(^a)t 

bei und besitzt in ihnen also ein dem System 8 völlig analog gebautes 
System, das wir mit 8' bezeichnen wollen. 

Mit diesem System 8' verfahren wir nun genau wie vorher mit 
8] wir ersetzen dasselbe durch ein in Bezug auf Ca und diejenigen 
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andern c, deren Coefficient in der sie neu einführenden Gleichung von 
S' verschwindet, äquivalentes System, welches also zusammen mit 
Gleichung (8) in Bezug auf die c, die es noch enthält, dem ursprüng- 
lichen System S äquivalent ist. Dieses System liefert wieder eine 
notwendige Bedingung der Form 

dann bildet man ein System 8'' u. s. w., bis man zu einem System 

Ä^"») gelangt, welches nur eine einzige notwendige und — für dieses 

System S^"^^ — zugleich hinreichende Bedingung liefert in Gestalt einer 

GleichuDg 

c„. !)('»)= 0. 

Wegen der Aequivalenz der sämtlichen so erhaltenen Gleichungen 

(11) CaDaß = 0, c„Z)'=0,..,c„2X'"> = 

mit dem ursprünglichen System S in Bezug auf c« stellen die Glei- 
chungen 

(12) Daß=0, D'=0,..,2X"»)=0 

die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür dar, dass Ca will- 
Tiürlich bleibt, d. h. dass zu a thatsächlich eine Reihe gehört. 

Das System 8^^^ wird aber nach einer endlichen Anzahl (m) von 
Operationen erreicht, weil bei jedem Schritt von einem System /S^*^ 
zu /S^*+i) die Zahl der Gleichungen sich mindestens um die Einheit 
erniedrigt. 

15. Die willkürliolien Constanten der Beihen. Bei dem Über- 
gang von dem ursprünglichen System S, welches die Unbekannten^ 

Ca^a'\-l • • • ^v — 1 

enthielt, bis zu dem für die Berechnung von c« schliesslich an seine 
Stelle gesetzten System der Gleichungen (11) sind also nach und nach 
sämtliche c ausser Ca aus den Gleichungen ausgefallen, jedoch auf 
zweierlei wesentlich verschiedene Art: die einen, weil sie sich entweder 
schon zufolge dem System 8 oder 8' oder einem der späteren nur 
durch die vorangehenden c ausdrückten und deshalb die Gleichungen, 
die sie einführten, einfach weggelassen werden konnten, — die andern, 
gerade wie Cv in dem ursprünglichen System 8, weil sie in einem der 
an Stelle von 8 tretenden Systeme erst in der letzten Gleichung auf- 
treten konnten, durch Verschwinden ihres Coefficienten aber thatsäch- 
lich von selbst aus dem ganzen System ausfielen. So verhielt es sich 
z. B. in dem System (1') oder 8' mit der Unbekannten Ca, Diese 
letzteren c bleiben also auf Grund des 8ystems 8, d. h. nach der Becur- 
sionsformel willkürlich. Da diese Eigenschaft natürlich dadurch, dass 
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wir dem Ca — wenn dasselbe willkürlich ist — den Wert bei- 
legen, nicht beeinflusst wird, so erhellt, dass zu jedem Index der in 
der Reihe 



:V 



.A 



^=^ CkX" (* = a. a + l,..) 
(*) 

willkürlich bleibenden c ebenfalls wie zu a thatsächlich eine Reihe 
gehört. In der That ist es nicht schwierig, aber für uns nicht mehr 
notwendig, zu zeigen, dass, wenn z. B. c«, wo c eine der Zahlen 
ß} >';••> f^; 6Ü161* ^^^ ^ ^^^ Reihe i} aus dem oben angeführten Grund 
willkürlich bleibenden Coefficienten ist, das schliessliche Ausfallen von 
C9 aus den Systemen 5, /S', . . 8^^^ gerade dadurch bewirkt wird, dass 
die Bedingungen (12), statt für a für e gebildet, erfüllt sind. Unsere 
Untersuchungsmethode beantwortet also mehr, als wir anfänglich ge- 
fragt hatten: wir besitzen nicht nur die notwendigen und hinreichen- 
den Bedingungen (12), unter denen zu a eine Reihe gehört, sondern 
wir erfahren bei Aufstellung jener Bedingungen gleichzeitig, welche 
Coefficienten in der zu a gehörigen Reihe willkürlich bleiben, oder — 
mit anderen Worten — zu welchen grösseren Wurzeln der Gruppe 
ausser a Reihen gehören. 

Nehmen wir daher für a die Wurzel der Gruppe mit dem kleinsten 
reellen TeU, so ist also mit der Durchführung der Untersuchung für 
diese schon die ganze Frage erledigt, d. h. wir kennen bereits sämt- 
liche Wurzeln der Gruppe, zu denen Reihen gehören. 

Verstehen wir nun unter «^ die kleinste Wurzel der ganzen Gruppe 
(d. h. diejenige mit dem kleinsten reellen Teil), zu welcher eine Beihe 
gehört^ und seien etwa 

ßi, yi;---;f*i ^nd V 
die Indices der in der zu a^ gehörigen Reihe 

rj ^ ^, CkOC^ (* = «1, «1 4- 1 , . . ) 
(*) 

willkürlich bleibenden c, so ist nach der Recursionsformel jedes andere 
Ck eine lineare homogene Function der willkürlich ileibenden Coefficienten 

C«, ^ßi ^Yi ' ' ' ^Hl ^"^ 7 

bezw. nur derjenigen von diesen, die ihm schon vorangehen. 

Bezeichnen wir, um dies hervorzuheben, für den Augenblick das 
Integral ^ selbst als lineare homogene Function dieser Coefficienten 

(13) ri = L(ca,c^^..,c^, Cr)y 

so ist ly oflfenbar die allgemeinste von der Recursionsformd gelieferte 
Beihe, in welcher die Ea^onenten sämtlicher auftretenden Potenzen von x 
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sich von den Wurzeln der betrachteten Gruppe nur um ganze Zahlen oder 
Null unterscheiden. Da aber für eine solche lineare homogene Function 
die Identität besteht 

(14) L {Ca, Cß^ . . C^, Cy) = 

Z(c„,, 0,..,0) + i(0, Cß,, 0,..,0) + .. + i(0, 0,..,0,cO, 

so ist es völlig gleichwertig, ob man mit der aUgemeinsten Reihe 
(13) oder den partihulären Reihen, die auf der rechten Seite von (14) 
erscheinen, weiter operiert. 

Den wichtigen Inhalt dieses Artikels und zugleich die Haupt-^ 

ergebnisse des ganzen Kapitels fassen wir folgendermassen zusammen: 

Sind a, /J, y, . . /i, V die sämtlichen von einander verschiedenen 

Wurzeln einer Wurzelgruppe der determinierenden Gleichung ^ in dieser 
Folge so geordnet, dass die reellen Teile stets wachsen, so liefert die ife- 
cursionsformel stets eine zu der grössten Wurzel v gehörige Eeihe, deren 
Anfangscoeffident willkürlich bleibt, während alle folgenden Coefficienten 
Multipla von ihm sind.'— Die Bedingungen (12), ßr die kleinste Wurzel 
a gebildet, zeigen, ob auch zu einer oder mehreren, bezw. zu weichen der 

Wurzeln a, /3, . ., ft eine Eeihe gehört Ist dies etwa bei a^, ßi • • (ii der 
Fall, so bleiben in der zu a^' gehörigen Beihe noch die Coefficienten 

willkürlich y während alle übrigen c linear und homogen in diesen sind. 
Diese Beihe ist die allgemeinste nach der Eecursionsformel zu bildende, 
deren Exponenten sich von den Zahlen der Wurzelgruppe a, ß, . ., v nur 
um ganze ZaMen unterscheiden. 

16. Zwei extreme SpecialTalle. Obwohl wir im Vorangehenden 
die für das gegenwärtige Kapitel aufgeworfene Frage bereits ganz 
allgemein gelost haben, wollen wir als besonders bemerkenswert noch 
zwei einander extrem gegenüber stehende Specialfälle ausdrücklich her- 
vorheben, deren einen wir in Artikel 14 schon flüchtig berührt haben. 
Wir fanden dort: Wenn die Determinanten 

Dßy, Dyd > • • • J D/UV =T= 

sind, ist die eine Bedingung Daß = allein schon notwendig und hin- 
reichend, damit zu a eine Reihe gehört. 

Wir können die Voraussetzungen hierfür noch anders aussprecheo. 
Wenn nämlich die obigen Determinanten nicht Null sind, kann zu 
keiner der Wurzeln 

ß^ y;--;f* 
eine Reihe gehören, weil ja das Verschwinden der Determinante D^a 
etwa eine notwendige Bedingung dafür wäre, dass zu q eine Reibe 
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gehört. — Aber auch umgekehrt: Wenn zu keiner der Zahlen 
ß} T} - '7 i^ 61^6 Reihe gehört, müssen die sämtlichen Determinanten 

sein. Wäre nämlich Dga, von 2)^^ aus gerechnet, die erste dieser 
Determinanten; die verschwindet, so würde ja nach dem in Artikel 14 
bewiesenen und soeben in Erinnerung gebrachten Satz dies schon not- 
wendig und hinreichend dafür sein, dass zu q eine Reihe gehört. Also 
können wir jenen Satz auch so aussprechen: 

Wenn — abgesehen von der grössten Wurzel v — m Jceiner der 
Wurzeln, deren reelle Teile grösser sind als der von a (/J, y, . ., ft), eine 
Reihe gekört^ oder — was sich damit deckt — wenn die Determinanten 
D^Yf ^Y^ 1 • M -D^»'=f= sindy so ist die einzige Bedingung 

notwendig und hinreichend dafür^ dass zu a eine Reihe gehört. 

Tritt dagegen der entgegengesetzte Specialfall ein, dass zu allen 
Wurzeln /3, y, . ., f*, v, deren reeller Teil grösser als der von a ist, 
eine Reihe gehört, so folgt zunächst das Verschwinden von J)^^, da 
nach Voraussetzung zu ft eine Reihe gehört. Bildet man dann das dem 
System (10) entsprechende System für A, so lautet es 

0=^cxDx^ 

= cxDx(jn)v + c^AxfiDf,v] 

da aber D^^ = und nach Voraussetzung zu X eine Reihe gehört, 
sind auch 

u. s. w. Polglich reducieren sich in diesem Falle die rechten Seiten 
der Gleichungen (10) auf die Glieder mit c« und das Verschwinden 
von deren sämtlichen Goefficienten 

Daß) x)aQ9)y,«.; ■Öa(/J...^)v, 

welches eine Gruppe stets hinreichender Bedingungen abgab (s. Artikel 13 
am Schluss), ist hier auch, notwendig, damit c« willkürlich bleibt. 
Wir haben also als Gegenstück zu dem obigen Satz: 
Wenn a eine beliebige Wurzel der Gruppe und zu allen Wurzeln 
derselben mit grösserem reellen Teil eine Reihe gehört, so sind die stets 
hinreichenden Bedingungen (das Verschunnden der Determinanten in der 
ersten Colonne der Tabelle {d)) auch sämtlich notwendig dafür, dass zu 
tt eine Reihe gehört. 

Hiermit sind wir auch unmittelbar im Besitz der Bedingungen 
dafür, dass zu jeder Wurzel der Gruppe eine Reihe gehört. Ist näm- 
lich « die kleinste Wurzel der Gruppe, sodass 
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«; ßp yy • •; ^; ^ 

sämtliche Wurzeln derselben sind, so bestehen jene Bedingungen nach 
dem soeben ausgesprochenen Satz in dem Verschwinden sämtlicher 
Determinanten (3): 

Sind a, ß, . ., ffr, v die sämtlichen Wurzdn einer Gruppe, so be- 
stehen die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür, dass m 
jeder von ihnen eine Beihe gehört, in dem Verschwinden der sämtlichen 
Determinanten 

Baß 

• • • a 

17. Anwendung auf reguläre Stellen. Im Artikel 9 haben wir 
gesehen, dass die zu einer regulären Stelle gehörige determinierende 
Gleichung die Wurzeln 

0, 1, . . ., n — 1 

hat. Alle n Wurzeln bilden somit eine einzige Gruppe; zu jeder der- 
selben gehört aber eine Reihe. 

Bilden wir nämlich das Gleichungssystem S des Artikel 12, indem 
wir für a die kleinste Wurzel der Gruppe einsetzen, so lautet 
dasselbe 



(15) 



= «n — 1,0 Co + Ä«— l,lCi + «n— 1,2^2 + ' ' + G^rt — 1, « — l^n— ,1 • 

Da nun, wie wir schon im Artikel 9 hervorgehoben haben, 

Ukk durch k(k — 1) . . . {Je — n -j- 1) 
Okk^-i „ {Je — 1) ... (Je — n+1) 



a*,ib-n+i durch (Ä — n + 1) 

teilbar ist, so sind die sämtlichen Ooef&cienten ats im System (15) =0, 
d. h. Cq, C|, . . ., Cn—i bleiben willkürlich: 



1) Mit diesem Resultat kann man z. 6. die znerst von Fuchs (Grelles Joum. 
Bd. 68. (1868) S. 375—378) aufgestellten Bedingungen für die gleiche Frage, so- 
wie die von Frobenius (Grelles Joum. Bd. 76 (1873) S. 224->226) yergleichen. 
Zu der letzteren Vergleichnng siehe auch des Verfassers Hab.- Schrift S. 31. 32. 
— Der hier erst lernende Leser wird allerdings vielleicht jetzt noch nicht die 
Identität der dort und hier behandelten Fragen erkennen können. 
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Bei einer regulären Stelle gehört bu jeder Wurzel der Gruppe 
0, 1, . ., M — 1 eine Reifie oder — mit anderen Worten — gehört zu 
eine Beihe, deren n erste Coeffieienten willkürlich bleiben, während alle 
folgenden sich linear und homogen durch diese ausdrüdcen. 

18. Weitere Beispiele. 

1. Beispiel: Bei dem in Artikel 10 als erstes behandeltem Beispiel 

x—^ ^^y(») -f a;«-c'-i 5ß,2/(«-i) + . . + ^„-^j/<?) + . . + 5ßny = 

besass die determinierende Gleichung u. a. die Wurzeln 

0, l,..,p — 1. 

Wir wollen nun voraussetzen, dass unter den n — ^ übrigen Wurzeln 
Tcei/ne vorkomme, die gleich einer ganzen Zahl > p — 1 ist. 

Dann folgt aus einer schon im Artikel 10 gemachten Bemerkung 

über die Grössen a**, «*,*— i, • . •; ^*,*— ?+i g^^^ade wie im voran- 
gehenden Artikel bei einer regulären Stelle, dass zu jeder der Wurzeln 
0, 1, . ., 9 — 1 eine Beihe gehört 

2. Beispiel: Die Gauss'sche DiflFerentialgleichung 

x{x - l)y"- [y^{a + ß+ l)x-\y + aß.y = 

(s. Art. 10) hat bei a? = und 1 — y als Wurzeln der determinie- 
renden Gleichung, welche eine Gruppe bilden, wenn y ganzzahlig oder 
= ist. 

a) y sei eine negative ganze Zahl oder Null. Dann ist 1 — y die 
grossere der beiden Wurzeln, zu der also immer eine Reihe gehört. 
Es fragt sich, unter welchen Bedingungen auch zu der Wurzel eine 
eine solche gehört. 

Da die Recursionsformel 

akk-iCk-i+akhCic^Qc'\-a—\){lc + ß— \)ck-i—k{k + y'-\)ck = 0, 
lautet, so wird das System S hier 

= «21^1 + ^22^ 



= a-_y,_y_lC-y_i+a-y,-yt'-_y 
U= öl y^ yC y, 

und die Determinante J)o,i— y, deren Verschwinden hier allein not- 
wendig und hinreichend ist, wird 

«10 .«21... ai-y,-y = aß{a + 1)(/J + 1) . . . (a — y)(/3 — y). 

Damit dieser Ausdruck verschwindet, muss also a oder ß einen der 
Werte haben 0, — 1, — 2, . . ., y. 

Hef fter, Differentialgloiohangen. 3 
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b) y sei eine positive ganze Zahl, deren Wert jedoch > 1 sein 
soll, da wir sonst zwei gleiche Wurzeln hätten (was sich später erledigen 
wird), also unsere jetzige Frage gar nicht aufwerfen könnten. In 
diesem Fall ist die grossere Wurzel, zu der sicher eine Reihe gehört. 

Um zu entscheiden, wann auch zu 1 — y eine solche gehört 
bilden wir das System S, welches jetzt lautet 

= a2_y, 1 — yCi — y + a2— y, 2 — yC2 — y 

0= as—y, 2— yC2 — y + Ä8_y^ 3_yC8 — y 

= a_i,_2C_2 + a_i,_ic_i 

0= «0,-1^-1 

und dessen Determinante 

-Dl — y, 0^= ^2— y, 1 — y . öts— y, 2— y • • • öo,— i 

den Wert hat 

(« - y + 1)(^ - y + l)(a - y + 2)(|3-y + 2) . . . (« - 1)(^- 1). 
Sie verschwindet, wenn a oder ß einen der Werte hat 

1, 2,...,y — 2, y — 1. 

Wir haben also das Ergebnis: 

Wenn in der Gauss'schen Differentialgleichung y ganzmhlig oder 
Null ist, so gehört dennoch m beiden Wurzeln der zu x = gehörigen 
determinierenden Gleichung eine Reihe, falls mindestens eine der beiden 
Grössen a, ß ebenfalls diesen Charakter und zwar, wenn y ^ 0, einen 
der Werte 0, — 1, . . ., y, wenn aber y > 1, einen der Werte 
1 , 2 , . . . , y — 1 hat 



Kapitel III. 
Nachweis der Reihenconvergenz bei einer Stelle der Bestimmtheit^). 

19. Begründung der Beschränkung auf Stellen der Bestimmt- 
heit; vereinfachende Annahmen. Nachdem im vorigen Kapitel fest- 
gestellt worden ist, unter welchen Bedingungen zu einer beliebigen 
Wurzel a der zu dem Punkt a? = gehörigen determinierenden Glei- 
chung eine Reihe gehört, in ^dem Sinne, dass die Coefficienten einer 
wirklich mit x^^ nicht erst mit einer höheren Potenz, beginnenden 
Reihe bis in^s Unendliche sich so berechnen lassen, dass die Di£Peren- 
tialgleichung durch dieselbe identisch erfüllt wird^ tritt nun die Frage 
auf, 6b diese Beihe convergiert. Erst dann stellt dieselbe ja eine 
Function von x^ und da diese die Differentialgleichung befriedigt, ein 
Integral dar. 

Zunächst ist leicht zu zeigen, dass, wenn x = eine Stelle der 
Unbestimmtheit ist, die Beihe im Allgemeinen nicht convergieren Icann. 
In diesem Fall ist nämlich in der Recursionsformel 

Fka ^ CtkaCa-i- öifca + lCa+l+ * * + <»**— l^ife—i + UkkCk = 

ttjck in Ä von niedrigerem Grad als w, während mindestens eine der 
Grössen a^jb— i, «ü—a,.., wie aus Formel (7) Artikel 6 folgt, vom 
w*®^ Grad in k ist. Bildet man daher Ck aus der Recursionsformel, so 
ist dies eine lineare Function der vorhergehenden c mit Coefficienten, 
welche mit wachsendem h ihrem absoluten Betrag nach zum Teil un- 
endlich werden. Infolge dessen wird im Allgemeinen — wenn nicht 
besondere Beziehungen eintreten — \Ck\ mit unendlich wachsendem 
\k\ selbst unendlich werden, wodurch die Convergefiz ausgeschlossen 
ist. Welcher Art solche Beziehungen sein müssen, werden wir später 
erkennen, wenn wir dem Fall, dass eine determinierende Gleichung bei 
X = zwar existiert, aber nicht von Grad n ist (im Kap. XIII) eine 
eingehende Betrachtung widmen. 

1) Dieser Convergenzbeweis ist abgesehen von unwesentlichen Aenderungen, 
welche wegen des weitergehenden Be^^eisgegenstandes nötig waren oder zur Ver- 
einfachung dienen sollten^ der von Fuchs, Grelles Joum. ßd. 66. (1866). S. 148 
bis 162. 

3* 



(2) 
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Ist dagegen ic = eine Stelle der Bestimmtheit, kann also bei 
a? = die Differentialgleichung in die Gestalt (10') des Artikel 8 ge- 
bracht werden: 

wo die 5ß keine negativen Potenzen von' x enthalten, so lässt sich 
die ConvergcDZ jeder ihr formal genügenden Reihe darthun. 

Wir setzen femer voraus, dass die Zahl a gleich Null sei, und dürfen 
dies unbeschadet der Allgemeingültigkeit des Beweises. Ist nämlich 
a von Null verschieden, so setzen wir in der Differentialgleichung (1) 

und erhalten dadurch nach Weglassung des Faktors a:", wenn zur Ab- 
kürzung wie üblich gesetzt wird 

n(n — 1) . . in — 1+ 1) /w\ 

1 . 2 . .X . — \ir 

für u die Differentialgleichung 

+ w(-2)rc«-«[g)a(a - 1) + (^7')«$ß, + 5PJ 

+ ' • • 

+ w.[a(a-l)..(a-n+l)+a(a-l)..(Ä-n + 2)5ß,+ .. + $ßJ=0, 



welche in a: = wieder eine Stelle der Bestimmtheit besitzt. Wenn 
nun aber 

ri =^ CkX^ ^ x"" .^ CkX^ , 

(*) (* = 0, 1, 2, . .) 

(k = Qj a + 1 » • •) 

WO Cq=^0 ist, die Differentialgleichung (1) formal befriedigt, so be- 
friedigt notwendig u^^ CkO^ (* = o, 1,..) die Differentialgleichung 

(2) formal, d. h. unsere Reihe für ly kann nach Ablösung des Faktors 
x^ wieder als aus einer Differentialgleichung hervorgehend betrachtet 
werden, welche ganz analoge Gestalt wie (1) aber statt a die 
Null als Wurzel der determinierenden* Gleichung besitzt; denn sonst 
könnte (2) ja nicht eine mit einer Constanten beginnende Reihe 
UCkCi^ (t=o, 1,..) liefern. Daher dürfen wir von vornherein annehmen, 
dass bei Gleichung (1) a gleich Null sei, d. h. die determinierende 
Gleichung die Gestalt habe 

(3) ttkic = h(h—\)..(k — n + 1) 

+ 5ßi(0)Ä..(Ä — n + 2) + .. +*5ßn-i(0) = 0. 
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weil zufolge unserer jetzigen Annahme 5ßn(0) gleich Null ist. Die 
Zahlen ß, y,,.,v des Kap. II aber sind jetzt positive ganze Zahlen. 
Es ist daher nun zu beweisen, dass die Reihe 

(4) n =^Cka^ , 

deren Coefficienten nach der Recursionsformel 

(5) ttkoCo + ajtiCi + • • + akk-i Ct-i + akkCk = 

gebildet sind, wobei Cq willkürlich bleibt, alle andern c aber, wenn 
wir uns die willkürlich bleibenden gleich Null gesetzt denken, Mul- 
tipla von Cq sind, in einem Kreis um den Punkt a; =» mit von Null 
verschiedenem Radius convergiert. 

20. Hülfsdifferentialgleiohung und Hülfsreüie. Zu dem Ende 
setzen wir (1), nachdem der wegen des Verschwindens von 5ß»(0) allen 
Coefficienten gemeinsame Faktor x weggelassen ist, in die Gestalt 

(6) :r«-iy<») + a;«-.2$ß,(0)y(»-i)+ ^'•-'5P2(0)y(-2) + .. + ^„-i(0)y 

= ^ X 2/^^ '^H f- ^ 5 i/ —y- 

Hier sind nämlich auf der linken Seite diejenigen Terme von den 
andern abgesondert, welche allein zur Bildung von akkCk in der Recur- 
sionsformel (5) und nur zu diesem Glied beitragen, sodass also auf 
der rechten Seite die Terme stehen, aus denen der Rest der Recursions- 
formel mit entgegengesetztem Zeichen entsteht 

(^kOCo — (^klCi — • • — ai'k—lCk—l- 

Nach den einleitenden Erörterungen sind nun die 5ßi(a?), ^ßgC^);--» 
^»(^) gleichzeitig convergent in der sogenannten Umgebung von 
X = 0, d. h. im Innern eines Kreises um den Punkt a; = 0, der sich 
bis zum nächstliegenden singulären Punkt erstreckt, — wenn also 
diese Entfernung mit r bezeichnet wird — im Innern des Kreises 
mit dem Radius r und a; = 0. Das Gleiche gilt also von den Reihen 

% (x) - ^, (0) ^,{x) - ^,(0) ^Jx) 

(i) ; ;•••; f 

^ -^ X X X 

und der absolute Betrag von jeder derselben sei im Innern dieses 
Kreises bezw. kleiner als die positiven Zahlen 

Femer sei y ein beliebiger positiver echter Bruch und die Zahlen y^, 
y2,..,yn— 1 bestimmt durch die Identität 

(8) y]c^=yJcQc—r),.(Jc-n+l) + Yjc,.(Jc—n + 2)'\ [-yn-i.Ä. 
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Setzt man nämlich hierin die Coefficienten der einzelnen Potenzen von 
h auf beiden Seiten einander gleich^ so* bleibt y unbestimmt, kann also 
den ihm schon vorher erteilten willkürlichen Wert annehmen, wäh- 
rend y^ . . y«— 1 dem Gleichungssystem zu genügen haben 

^ n{n — 1) , 



= (-1)«-V(n - 1)! + (- 1)«-Vi(^ ~ 2)! + . . + yn-x. 

Dieses ist linear und nicht homogen für yi..yn—i und hat die von 
Null verschiedene Determinante 1, sodass es in der That zur Berech- 
nung der Grössen y, . . yn-i geeignet ist. 

Dann bilden wir die Hülfsdiflferentialgleichung: 

(6*) yx''-hi<''^ + ^lO;''- V»-"i) H h yn^iu 

X ' X ' ' X ' 

1 — —. 1 — — 1 — — - 

r r r 

welche gleich in einer der Differentialgleichung (6) analogen Gestalt 
gegeben ist. Demnach ist die zu a; = gehörige determinierende 
Gleichung von (6*) unter Berücksichtigung von (8) 

(3*) y . Ä« = 

und hat die w- fache Wurzel Null. Da es also keine um eine ganze 
Zahl grössere Wurzel giebt, gehört zu Null eine Reihe 

welche (6*) formal erfüllt, wenn ihre Coefficienten, von denen g^ 
willkürlich bleibt, alle andern Multipla von ^q sind, nach der Recur- 
sionsformel 

(5*) 5*05^0 + 6*1^1 H 1- bkk-.igk-i ^y.Jc" ,gk 

berechnet werden. Die Grössen &*, (s «= 0, 1 , . . , Ä — 1) gehen dabei aus 
den ajes in (5) hervor, wenn nur die Coefficienten der Reihen (7) durch 
die entsprechenden Coefficienten der für | rr | < r convergenten Reihen 

(7*) i_ 5/ i_^' * '' 1 _^ • 

r r r 

ersetzt werden, deren Coefficienten sämtlich positiv sind. 

21. Convergenz der Hülfsreihe. Die Coefficienten der Hülfs- 
reihe (4*) sind sämtlich positiv, sobald man das willkürliche g^ 
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positiv wählt. In (5*) nämlich ist für alle vorkommenden Werte von 
ifc, d.h. für J!;= 1,2..., rechts y . Ä" positiv und links alle 6*o; 
6*1, . . ., 6**— 1 als Summen von Produkten aus positiven Zahlen (näm- 
lich den Zahlen Tz{k — 1) . . . (Ä — A + 1) u. s. w, und den Coefflcien- 
ten der Reihen (7*)) ebenfalls positiv. Setzt man also 

so ist hiernach SS* stets positiv, folglich alle g^ desgleichen, sobald 
gQ positiv genommen wird. 

Um nun die Convergenz der Reihe (4*) darzuthun, kann man für 
diese noch eine von (5*) verschiedene, nur zwei auf einander folgende 
Coefficienten enthaltende Recursionsformel aufstellen. Multipliciert man 

nämlich zunächst (6*) mit 1 , substituiert für w die Reihe (4*) 

und bestimmt auf beiden Seiten den Coefficienten von a;*""^, so folgt 
unter Berücksichtigung von (8) und der aus (8) durch Vertauschung 
von Je mit Je — 1 hervorgehenden Gleichung die Formel 

(5»') gk.yJc^=-gk-i[^Qc-lY+M,{Jc^l)..Qc--n+l) + -'+Mn]. 

Es ist also 

lim ^* - 



* = aD 9k-'l 



r 



Mithin nähert sich der absolute Betrag des Gliederquotienten der 
Reihe (4*) dem Wert 



1 . i7/e . ' ' 

it = ao dk — l ^ 

also einer Grenze, die < 1 , wenn | a; | < r ; d. h. die Reihe (4*) conver- 
giert im Innern des Kreises mit dem Eadim r und dem MittelpunJct 
X = Of also in demselben Kreis, in dem auch die sämtlichen Coef- 
ficienten convergieren, in der ganzen Umgebung von x = 0, 

22. Convergenz der vorgelegten Reihe. Die Beschaffenheit der 
eingeführten Hülfsgieichung und der aus ihr entspringenden Reihe 
(4*) ist femer derart, dass jeder Coefficient der letzteren grösser ist 
als der absolute Betrag des entsprechenden Coefficienten von (4), 
wenn die positive Zahl gQ noch entsprechend bestimmt wird, d. h. dass 
unter dieser Voraussetzung für alle Werte von Je 

gk>\ck\ 

ist. 
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Zorn Beweise dieser Behauptung bedürfen wir des fiinetionentheo- 
retischen Satzes^): „Wenn der absolute Betrag einer gewohnlichen 
Potenzreihe im Innern ihres Convergenzkreises mit dem Radius r 
stets kleiner als die positive Zahl M ist, so ist für jeden Wert der 
Zahl n der Coefficient der n*^ Potenz in der Reihe absolut genom- 
men kleiner als 



.» 



Wenden wir diesen Satz auf die Reihen (7) an und erinnern uns der 
Definition der Zahlen M^j JU^, . . . , Jll),, welche in den Reihen (7^) 
auftreten, so haben wir zunächst das Resultat, däss die absoluten Be- 
träge der Coefficienten der Reihen (7) bezw. kleiner sind als die ent- 
sprechenden Coefficienten der Reihen (7^). Daraus folgt aber in An- 
betracht der Bildung der Grossen a^« und hks und, wenn noch der Satz 
in Anwendung kommt, dass der Modul einer Summe höchstens ebenso 
gross ist als die Summe der Moduln, 

|a*,|<6A., für {*Io.'i,\.'*lii- 

Wäre also bis zu irgend einem Wert von h hin das Bestehen der 
Ungleichung 

(9) |ct-i|<(7,_i 
bereits erwiesen, so hätte man dann auch 

\akQCo -j- <^kiCi H h aii-iCi-i|<6io5^o +6*15^1 + — h 6*t-ifl'*-i, 

also nach (5) und (5*) 

und folglich, wenn von demselben Wert von Je an noch für alle Werte 
von Je 

(10) I att I > yJc^ 

wäre, so würde Ungleichung (9) auch für den nächst grosseren Wert 
von Je gelten und weiter für alle Werte von Je, 

Nun ist aber, da y ein positiver echter Bruch und nach einem 
bekannten Satz der Algebra^) für ein hinreichend grosses Je die ganze 
rationale Function an sich von ihrem höchsten Gliede J;^ beliebig 
wenig unterscheidet, (10) von einem bestimmten endlichen Wert von 
Je, etwa von Ä; «=» ^ an, erfüllt. Folglich braucht nur noch gezeigt zu 



1) Yergl. WeierstrasB, Abhandlangen aus der Fnnctionentheorie, Berlin, 
1886, S. 93. 94. 

2) Vergl. z. B. Serret, Cours d*Alg6bre supörieure, A^^e ^d., Paris 1877. 
tom. I. S. 93. 
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werden, dass (9) durch Wahl von g^ für Ä = 1, 2, . ., ^ erfüllt werden 
kann. Es ist 

worin die Sl* und 83* ganz bestimmte Grossen, die 83* speziell positiv, 
Cq völlig willkürlich und gQ nur der Beschränkung, positiv zu sein, unter- 
worfen ist. Sei daher unter den Zahlen 

l;|5li|, I2I2I,. .., |Sl.-i| a die grösste 
und unter den Zahlen 

1 93i SSg , . . ., 33^—1 35 die kleinste 

und dann g^ gemäss der stets erfüllbaren Bedingung bestimmt 

so besteht (9) offenbar für alle Werte von Tz, die <, t sind. 

Damit ist die zu Anfang dieses Artikels aufgestellte Behauptung 

gk > \Ck\ 

für alle Werte von h und folglich die Convergenz der Beihe (4) in 
demselben Kreis wie die von (4*) erwiesen. 

Wir können daher das Resultat dieses Kapitels folgendermassen 
aussprechen : 

Wenn a? = eine Stelle der Bestimmtheit ist, so convergiert eine 
jede Beihe, die sich daselbst bestimmt verhalt und der Differentialgleichung 
formal genügt, d. h. deren Coefficienten aus der Becursionsformel berech- 
net werden, in der ganzen Umgebung des Punictes x = oder im Innern 
des Kreises um x =^ als MittelpunJct, der durch den nächsten singulären 
Punkt hindurchgeht. 

Hiermit ist aber der Nachweis der Existenz von Integralen unserer 
Differentialgleichung erbracht. Denn da die regulären Stellen der- 
selben ja Stellen der Bestimmtheit sind, so besitzen wir nunmehr 
bei jeder regulären Stelle n Integrale in Reihenform, welche bezw. mit 
der 0*^, 1*^"*, . . ., n — 1*^"* Potenz beginnen. 

Das Hauptergebnis der ganzen bisherigen Untersuchung können 
wir daher in dbm Satz zusammenfassen, der die Grundlage für alles 
Folgende bildet: 

Bei jeder regulären Stelle x = a besitzt die Differentialgleichung n 
Integrale in Gestalt gewöhnlicher Potenzreihen von x — a, die bezw. mit 
der 0*®", V^, . . ., n — V^ Potenz von x — a beginnen. 

23. Beispiele, Ausser durch die Integrale bei einer regulären 
Stelle wollen wir die Convergenzuntersuchung dieses Kapitels noch 
durch einige andere Beispiele illustrieren. 
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1» Beispiel: die Gauss'sche DifferentialgleichuDg 

x{x - l)y"- [y-(a + ß + l)x-\y'+ aßy = 

(s. Art. 10) hatte bei a; = O eine Stelle der Bestimmtheit ^ deren Um- 
gebung; da o; = 1 der einzige andere singulare Punkt im Endlichen 
ist; der Kreis um x = mit dem Radius 1 ist. Die zugehörige Be- 
cursionsformel lautete 

C,,]c(Jc + y _ 1) = c,_^(]c + « - l){h + /3 — 1). 

Nehmen wir also an, dass zu der Wurzel Ä = der determinierenden 
Gleichung eine Reihe gehört, d. h. dass entweder y nicht gleich Null 
oder einer negativen ganzen Zahl oder aber, wenn jenes der Fall 
wäre, die im Artikel 18 aufgestellte Bedingung erfüllt sei, so können 
wir den willkürlichen Anfangscoefficienten der Reihe Cq = 1 setzen 
und erhalten dann nach der Recursionsformel 

Die mit diesen Coefficienten gebildete Reihe 

■^i.y "^ 1.2.y(y + l) ^ "T" i . 2 . 3y(y + l)(y + 2) ^ "T" * ' 

bezeichnet man nach Gauss durch 

F(cc, ß, y; x) 

und nennt sie die hypergeometrische Edhe oder Gauss'sche F-Reihe. 
Nach dem Hauptsatz des gegenwärtigen Kapitels haben wir also in 
Verbindung mit den Bemerkungen des Artikel 18 das Resultat: 

Die Gauss^sche Reihe JP(a, ß, y; x) convergiert für beliebige Werte 
von a, ß, y im Innern des Kreises um a; = mit dem Radius 1; nur 
wenn y gleich Null oder einer negativen gangen Zahl ist, muss eine der 
Zahlen a, ß einen der Werte 0, —1, -— 2,.., y haben. 

In der That sieht man ja aus der expliciten Gestalt der Reihe 
unmittelbar, dass in dem letztgenannten Fall die Coefficienten unend- 
lich werden, wenn weder a noch ß einen der angegebjenen Werte hat. 

Gehört auch zu 1 — y eine Reihe (s. Artikel 18) und setzt man 
wieder deren ersten Coefficienten = 1, so zeigt die Recursionsformel, 
dass diese Reihe lautet 

x'-y.F(_a + 1 _ y, ^ + 1 _ y, 2 - y; a;), 

deren Convergenzbedingungen entweder wieder wie vorher aus dem 
Satz im vorigen Artikel und aus Artikel 18 oder aber unmittelbar 
aus den oben schon aufgestellten Convergenzbedingungen der Reihe 
F(ay ßy y; x) abzulesen sind. 
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Dieselbe Differentialgleichung hat auch bei x ==> 1 (s. Art. 10) eine 
Stelle der Bestimmtheit, deren Umgebung der Kreis um a? = 1 mit 
dem Radius 1 ist. Die Recursionsformel lautet hier 

cJcQc +a + ß^y) + c,^i{k + « — 1)(Ä + ^ - 1) = 0. 

Gehört daher zu den Wurzeln und y — a — ß der determinierenden 
Gleichung eine Reihe, was wie in Art. 18 zu entscheiden ist, so lauten 
diese Reihen (bei denen wir das Argument 1 — x statt x — 1 nen- 
nen, damit alle Glieder gleiches Vorzeichen haben) 

Fia, /3, a + /3 + 1 - y; 1 - a:) 
und 

deren Convergenzbedingungen sich wieder aus denen für F{aj ß,y]x) 
direct ablesen lassen. 

2. Beispiel: Die Differentialgleichung 

(11) xY'+ xy'- x{l + x')y = 

liefert bei der ausserwesentlich singulären Stelle a; «= die Recur- 
sionsformel 

(12) Fka= kc, + [(lc—l)(k ~ 2) - l]c?*-i - c,_3 = . 

Die determinierende Gleichung (k = 0) ist von niedrigerem Grad als 
die Ordnung der Differentialgleichung ; also ist a; = Stelle der Un- 
bestimmtheit; trotzdem convergiert hier die zu Null gehörige Reihe. 
Es ist nämlich 

(13) F,a = Iccjt - c,^i + (Aj - 2)[ (k - l)c,_i - C*_2] 

-f (Ä — 2)C*_2 — Cifc-3. 

Folglich ist die Recursionsformel (12) für alle Werte von k (ifc=0, 1,2,.*.) 
erfüllt, wenn für dieselben Werte die einfachere Recursionsformel 

(14) Gka = kcjt — Cä-i = 

erfüllt ist. Setzt man aber das erste, willkürlich bleibende Cq = 1, so 
grebt (14) die Reihe 

X X X 

^ + T + 27 + 37"^ ^' 

welche convergiert und — wie man sich leicht überzeugt — in der 
That der Gleichung (11) genügt. 

Gleichung (11) gieht also ein Beispiel dafür , dass auch bei einer 
Stelle der Unbestimmtheit^ wenn daselbst eine determinierende Gleichung 
überhaupt existiert, die zugehörige Beihe convergieren kann. 

3. Beispiel: 

xY'+ ^(2ic - i)y + y = o 
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liefert bei der ausserwesentlich singulären Stelle der Unbestimmtheit 
rr = die Recursionsformel 

Fi,a = JCQC — 1)Ca-i —Qc— l)Ck = 0, 

wo wir beiläufig bemerken, dass 
wenn 

Gka^JcCk^l — Ck 

gesetzt wird. 

Die determinierende Gleichung hat die Wurzel 1; daher erhalten 
wir aus der Recursionsformel die Reihe 

welche der Differentialgleichung genügt, aber für jeden noch so kleinen 
Wert von x divergiert 

Die- beiden letzten Beispiele zeigen also einstweilen, dass bei einer 
Stelle der Unbestimmtheit j wenn die determinierende Function nicht eine 
Constante, d. h. vmi h unabhängig ist, sowohl eine convergente, sich be- 
stimmet verhaltende Reihe existieren, als auch das Gegenteil der Fall 
sein Jcann, 



Kapitel IV. 

Fandamentalsystem von Integralen. Nicht homogene Differential- 
gleichungen. 

34:. Feststellung der nächsten Aufgaben. Der im vorigen Kapitel 
als Hauptresultat der bisherigen Untersuchung gewonnene Satz kann 
füglich als Fundamentalsat0 unserer ganzen Theorie bezeichnet werden^ 
weil er die Existenz von Integralen begründet. Er zieht zugleich eine 
Trennungslinie zwischen den Stellen der Bestimmtheit und denen der 
Unbestimmtheit: bei den ersteren convergiert jede formal der Diffe- 
rentialgleichung genügende Reihe, bei den letzteren existiert im All- 
gemeinen "keine sich bestimmt verhaltende convergente Eeihe, welche der 
Differentialgleichung genügt. Hiernach wird sich auch die weitere 
Untersuchung des Verhaltens der Integrale in der Umgebung der ein- 
zelnen Stellen spalten und sich zunächst denen der ersten Art zuwen- 
den müssen. Ja^ die Kenntnis der Integrale in der Umgebung der 
Stellen der Bestimmtheit — speziell der regulären Stellen — wird 
uns überhaupt erst die Mittel liefern, um das Verhalten der Integrale 
auch bei Stellen der Unbestimmtheit untersuchen zu können. 

Ist hiermit der Plan für den Fortgang der Untersuchung in 
grossen Zügen gekennzeichnet, so lässt der Fundamentalsatz doch 
zunächst noch die Erledigung einer andern Frage wünschen. Derselbe 
lieferte uns ja bei einer Stelle der Bestimmtheit mindestens eines und 
höchstens n Integrale, — wenn man aber berücksichtigt, dass jedes 
dieser Integrale noch eine willkürliche Constante (den ersten Coeffi- 
cienten) enthält, — sogar unendlich viele Integrale. Um in dieser 
unendlichen Fülle eine Uebersicht zu gewinnen und zu erkennen, in 
welcher Weise man sämtliche Integrale der Differenfialgleichung umfassen 
hmn, müssen wir auf die Beziehungen eingehen, welche zwischen 
mehreren Integralen bestehen können. 

25, Beziehungen von Integralen untereinander. Wir gehen 
dabei von einer für die linearen homogenen Differentialgleichungen 
charakteristischen Eigenschaft aus. Sei nämlich 
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(1) P(x, y) = y<«) + i?i»<«-^> + JP2 y^'— '>H h i>ny = 

(indem wir ans jetzt die ganze Gleichung durch den Coefficienten von 
y^«) dividiert denken)^) eine lineare homogene Diflferentialgleichung 
mit ganz beliebigen Coefficienten und seien 

Vu y2^" '7 y^ 

Integrale derselben, so ist auch 

V = ^iJ/i + ^22/2 H H ciy^ 

ein Integral; wenn c^y c^, . . ., Cx beliebige, von x unabhängige Grössen 
sind. Denn, setzt man diesen Ausdruck für y in (1) ein, so wird 

F{x, vi) = Ci P(x, yO + c^F{x, y^) + • h <J/-P(^, yO = ; 

weil nach Voraussetzung 

P{x, y,) = T{x, y,) = --- = Pix, yi) = 0. 

Man wird deshalb, wenn yx^i wieder ein Integral von (1) ist, 
sich aber linear und homogen durch ^i ^2 • • y^ ^^ ^^^ ^ unab- 
hängigen Coefficienten ausdrücken lässt, dieses Integral nicht als 
wesentlich von jenen verschieden betrachten können. Man wird über' 
Jiawgt k Integrale 

dann und nur dann als untereinander wesentlich verschieden bezeichnen, 
wenn zwischen ihnen keine lineare homogene Relation mit von x unab- 
hängigen Coefficienten 

Ciyt + C,y^ + -' + Cxyx = 

besteht, oder wenn dieselben — wie man sich dafür kurz ausdrückt — 
linear unabhängig sind. 

Über linear von einander unabhängige Functionen existiert nun 
folgender, vielfach von uns zu benutzender Satz: 

Sind 

Uy^ t^2 ' * • ^^ 

irgend welche k Functionen der Variablen x, so ist die aus diesen und 
ihren A — 1 ersten Ableitungen gebildete Determinante 



1) Wenn es sich nm Aofstellnng von Formeln handelt, welche in speziellen 
Fällen zar praktischen Anwendung gelangen können, benutzen wir immer die 
allgemeinere Gestalt der Differentialgleichung (1) der Einleitung, wo noch nicht 
durch Pq dividiert ist; so z. B. bei Ableitung der Becursionsformel in Eap. I. 
Handelt es sich dagegen um den Beweis theoretischer Sätze, so dient es oft zur 
Vereinfachung, wenn man die Differentialgleichung — wie hier — schon durch 
Pq dividiert denkt. 
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W.I t'a 



a— 1) 



die wir kurz die Determinante der n Functionen nennen wollen, dann 
und nur dann identisch (d. h. für jeden Wert von x) gleich Null, wenn 
u^ U2 . * >ux linear abhängig sind^), , 

26. Ausdruck der Coefficienten der Differentialgleichung durch 
n linear unabhängige Integrale. Gesetzt nun, man hätte n linear 
unabhängige Integrale 

Vi 3/2 • • • y« 

der DifiFerentialgleichung (1), so kann man aus den n identischen Glei- 
chungen • 



.(«) 



Cn— . 



(« — 2) 



^2/» +Piyn +i>2r» H h PnVn ^ 

die Coefficienten der Differentialgleichung (1) Pi P2 - - - Pn durch jene 
n Integrale ausdrücken. Bezeichnet man nämlich die aus dem System 
oder der Matrix 



2/1 Vi 
2/2 3/2' 



2/1 
2/2 






y» y« 



(n) 



ZU bildenden Determinanten, wenn man die erste, zweite, u. s. w. 
(w -[- 1)*® Colonne streicht, bezw. mit 

SO ist insbesondere 



(3) 



Z> = 



2^2 vi 



• • • 



2/: 

y« 



(n — 1) 
(n-1) 



y« y« 



• • • 



y'r'' 



d. h. die Deterininante der n Functionen 2/i 2/2 • • • 2/«; ^^.ch dem ange- 



1) Beweis des Satzes im Anhang. — Daselbst findet sich auch die Zusam- 
menstellung einiger anderer Sätze über linear unabhängige Functionen, die wir 
später gebrauchen. 
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führten Satz nicht identisch Null. Folglich ergeben sich aus (2) für 
die Coefficienten p die Ausdrücke 



(4) 



i>i = 






_^ 



D, 



Ä — J) 7 ' • *} Pn — ( l)** -ß • 



Setzt man diese in P{Xj y) ein und multipliciert die ganze Gleichung 
(1) mit ( — 1)"jD, so nimmt die Differentialgleichung die Gestalt an 



(- 1)» [y^-^D - y^—^W, + ... + (- lyyDn } = 



oder 



(5) 



ff 



y y y 
yi y( yi" 
«/2 yi yi' 



. • • 






«/» 



(«) 



= 0. 



2/» yn yn ' • 

Wir haben also das Resultat: 

Sind y^ J/a • • • J/» ** linear unabhängige Integrale einer linearefi 
homogenen Differentialgleichung (1), so hinn man deren Coefficienten in 
der Form (4) durch diese Integrale ausdrücken oder — woß dasselbe ist 
— die ganze Differentialgleichung nach Multiplication mit der Deter- 
minante der n Integrale in die Determinantenform (5) setzen, 

27. Fundamentalsystem von Integralen. Da man also aus n 
linear unabhängigen Integralen die Coefficienten der Differentialglei- 
chung selbst berechnen kann, folgt, dass durch solche n Integrale 
jedes andere Integral der Differentialgleichung bestimmt sein muss. 
Wir wollen deshalb sagen: 

n linear unabhängige Integrale oder — w. d. i. — n Integrale, 
deren Determinante nicht identisch Null ist, bilden ein Fundamental- 
System von Integralen. Die einzelnen Integrale y^ y^* •• yn sollen 
die Elemente, D die Determinante des Fundamentalsystems heissen. 

Die Gestalt (5) der Differentialgleichung zeigt unmittelbar, dass 
dieselbe identisch erfüllt wird, wenn man y = ^i, ^2; • • •; Vn o^ör gleich 
einer beliebigen linearen homogenen Verbindung derselben mit von x 
unabhängigen Coefficienten setzt. Sie zeigt aber auch umgekehrt, dass 
jedes Integral der Differentialgleichung (1) linear und homogen mit 
von X unabhängigen Coefficienten durch j/^ y2 » » »Vn ausdrückbar ist. 
Bedeutet nämlich y irgend ein Integral der Differentialgleichung, so 
folgt nach (5) und dem in Art. 25 angeführten Satz das Bestehen 
einer Relation 

Cy + <^iyi + • • + Cnyn ^ 
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mit von x unabhängigen Coefficienten. Da aber y^ ^2 • • • J/« linear 
unabhängig sind, kann C nicht Null sein, und die ausgesprochene Be- 
hauptung ist erwiesen. Hiermit ist aber die Bezeichnung von w linear 
unabhängigen Integralen als „Fundamentalsystem von Integralen" in 
vollstem Masse begründet. 

Eine lineare homogene Verbindung der n Elemente eines Fun- 
damentalsystems mit willkürlichen, von x unabhängigen Coefficienten 

^1^1 + C2J/2 H h CnVn 

nennt man deshalb das allgemeine Integral der Differentialgleichung, weil 
nach dem Vorstehenden jedes Integral durch Specialisierung der 
Ci Cg . . . c„ daraus hervorgeht oder in jenem Ausdruck enthalten ist. 
Im Gegensatz dazu nennt man jedes Integral, das weniger als n will- 
kürliche Constanten enthält, ein partikuläres Integral oder eine parti- 
kuläre Lösung der Differentialgleichung. 

Gleichzeitig ergiebt sich aus den obigen Bemerkungen der Satz: 

Zwischen w -^- 1 Integralen einer linearen homogenen Differential- 
gleichung n*^ Ordnung besteht immer eine lineare Abhängigkeit. Denn, 
wenn es unter den « -^- 1 Integralen ein Fundamentals jstem giebt, 
so ist das (n + 1)*® Integral durch dessen Elemente ausdrückbar; an- 
dernfalls sind schon je n der w + 1 Integrale linear abhängig. 

Da es nach diesem Satz also eine Differentialgleichung n^^ Ord- 
nung, welche mehr als n linear unabhängige Lösungen besitzt, nicht 
giebt, kann man auch die Folgerung aussprechen: • 

Weiss man, dass eine lineare homogene Differentialgleichung n^^ 
Ordnung von mehr als n linear unabhängigen Functionen erfüllt wird, 
so folgt daraus, dass sämtliche Coefficienten der Differentialgleichung 
(bevor noch durch den Coefficienten von y^^^ dividiert ist) ^ sein 
müssen. 

Wie dieser Satz an eine bekannte Eigenschaft der algebraischen 
Gleichungen erinnert, so bildet die Gestalt (5) der Differentialgleichung 
das Änalogon zu der Zerlegung des Polynoms einer algebraischen 
Gleichung in Linearfaktoren , wenn man die Wurzeln x^ x^ . . , Xn 
kennt, 

{X X^ {X — X^ . , .{X — Xn) = 0. 

Und wie bei der algebraischen Gleichung 

rc** — a^x^-^ + a^x""-^ — . . . -j- a„ = 

die Coefficienten der verschiedenen Potenzen von x symmetrische 
Functionen der Wurzeln x^x^ . . * Xn sind, so zeigen hier die Gleichungen 
(4); dass die Coefficienten der verschiedenen Ableitungen von y in der 
linearen homogenen Differentialgleichung (1) symmetrische Functionen 

Heffter, Differentialgleichungen. 4 
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der Elemente eines Fundamentalsystems sind, da D, D^, . . . D» bei 
Yertauschung von yi und tfk nur das Zeichen ändern. Diesp ist natür- 
lich so za verstehen, dass man mit der Vertauschung von yi und yk 
gleichzeitig die Vertauschung von yj.^^ und y[^) (A=l, 2,.. ., n) vor- 
nimmt. Man kann sogar zu dem Satz der Algebra, dass jede ratio- 
nale symmetrische Function der V^urzeln eine rationale Function der 
Coefficienten ist, hier ein Analogon ableiten. Doch soll auf diese 
mehr formalen Eigenschaften jetzt nicht weiter eingegangen werden. 
Der Hauptinhalt dieses Artikels besteht also in der 
Definition des Fundamentalsystems und des allgetneinen Integrals 
und in dem Satz: 

Jedes Integral ist linear und hotnogen mit von x unabhängigen 
Coefficienten durch die Elemente eines Fundamentalsystems ausdrückbar. 

28« Die Determinante eines Fundamentalsystems. Die Deter- 
minante eines Fundamentalsystems verschwindet nach der Definition 
nicht identisch. Wir können aber mittelst der im Artikel 26 gewon- 
nenen Resultate einen Ausdruck für D ableiten, welcher noch weiteren 
Aufschluss über die Natur dieser Determinante giebt. 

Man differenziert nämlich D nach Xy indem man die Summe der 
n Determinanten bildet, welche aus D entstehen, wenn jedesmal die 
Elemente einer anderen der n Colonnen nach x differenziert werden.^) 
Von diesen Determinanten verschwinden aber wegen üebereinstim- 
mung zweier Colonnen alle bis auf die letzte, welche ^D^ ist. Man 
hat also 

(3') S-A ■ ■ ^. 

und daher nach (4) 



\ dB d , -p, 

oder durch Integration 

(6) D = Ce-^^^'' 

wo C eine von Null verschiedene Constante ist, weil sonst D ^ 
wäre. Diese Gleichung lehrt nun zufolge der Eigenschaft der Ex- 
ponentialfunction, die den Wert Null nur für unendlich grosse Werte 
des Argumentes annehmen kann, dass Dn nur für solche Werte von 
X verschwinden kann, für welche fp^dx unendlich wird. Da aber p^ 
für einen regulären' Wert x = a nicht unendlich wird, so kann D 



1) Vergl. Baltzer^ Theorie u. Anwend. d. Dat. 6. Aufl. Leipzig 1881. § 3. 15. 
S. 29 tf. 
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nur an singulären Stellen der Diflferentialgleichung verschwinden. Wir 
haben daher das Resultat: 

Die Determinante eines Fundamentalsystems kann nur an singu- 
lären Stellen der Differentialgleichung verschwinden und zwar nw an 
solchen, wo speziell der Coeffident von y<«~^> — wenn der von y^^^ = 1 
ist — unendlich wird. 

Man kann übrigens die Differentialgleichung durch Einführung 
einer neuen abhängigen Variabein u statt y derart transformieren, 
dass für die neue Differentialgleichung die Determinante des Funda- 
mentalsystems von X unabhängig und daher nach (3') und (4) der 
Coefficient der zweithöchsten Ableitung Null wird, was für manche 
Untersuchungen wünschenswert ist. Setzt man nämlich 

(7) ~i>^- 

^ ^ y '^ e .u 

oder, was dasselbe ist, 

y=^D.u, 
so ist 

,»_e-i/-"[„"-2t«'+(^-a:).] 



y 



>-i) = e nj^'^'' j^^(^i) _ n 1 ^^ ^(„_2) _^ J 



Also wird der Coefficient von m^'*"'^^ in der neuen Differentialgleichung 

e '-' [- Ä + Px] = , 

\ Ptdx 

und da der Faktor e allen Gliedern gemeinsam ist und weg- 

■ 

gelassen werden kann, erhält man für u eine Differentialgleichung 
(8) w(«> + g2t*(«-2) _|. g3M(«-3)-j 1- g^e« = 0, 

wo die ^2 ?3 . . . 2» ganze Functionen von Pi p^* . .pn und den Ablei- 
tungen von p^ sind. Da g^i ^ ist, ergiebt sich für Differentialglei- 
chung (8) die Determinante eines Fundamentalsystems nach (6) als 
eine Gonstante. 

4* 
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39« Erniedrigung der Ordnung der Differentialgleichung bei 
Kenntnis eines Integrals. 

Wie man den Grad einer algebraischen Gleichung um 1 erniedri- 
gen kann^ wenn eine Wurzel derselben bekannt ist; so kann man von 
der linearen homogenen Differentialgleichung n*" Ordnung 

wenn man ein Integral y =^ y^ besitzt, zu einer Differentialgleichung 
(n — 1)*" Ordnung übergehen. 
Setzt man nämlich 

(9) y = y^Jzdx, 

woraus folgt 

(9») ^ = ;^-' 

^ ^ dx y^ 

SO ist 

if =yi f^dx + yiS 

yin) _ y^in)ßaX + Q y,^--'^0 + Q 2//«-^>/+ ' • ' + J/i^^^'^^; 

und es wird 

(10) P(x, y,f0dx)=P{x, y,)Jzdx + Q(x, z), 
wo 

(11) Q{x,z) = i^'-^Kp^y, 

+ «^»-''[(t)i>oJ/i'+Fiyi] 

+ 

+ ^[(i)i'oyi<''-^>+ C T 0^» yi^»-*>+ • • • +Pn-.y,]. 

Da aber P(a;, y^) ^ 0, so liefert der Ausdruck (9) für y ein Integral 
der Differentialgleichung (1*), falls & ein Integral der Differential- 
gleichung (w — 1)*®' Ordnung 

(12) Qix,z) = 

ist. 

Die Beziehung zwischen den Gleichungen (1*) und (12) ist aber, 
wie man aus (10) sieht, in dem Sinne eine gegenseitige, dass wir 
sagen können: 

Jedem Integral is = t "oon (12) entspricht ein Integral y =^ tj von 
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(1*), das durch (9) gegeben wird, und jedem Integral y = ri von (1*) 
entspricht ein Integral ^ = t ^öw (12), das durch (9*) gegeben unrd. 
(Dem Integral y = j/j von (1*) entspricht das Integral = von (9)). 

Ferner ist leicht zu zeigen, dass einem Fundamentalsystem der 
einen Gleichung auch ein solches der andern entspricht. 

Sei nämlich z^^^-'-^n ein Fundamentalsystem von (12), y^yz-'-Vn 
die (nach (9)) entsprechenden Integrale von (1*), denen man als w*®® 
das Integral y^ hinzufügt. Bestände nun eine identische Relation 

Ciyt + C^y^+'" + Gnyn = 

mit von x unabhängigen Coefficienten, so hätte man nach Division 
durch j/i und Differentiation nach x 

^2-2^2 H h Gn^n = 

gegen die Voraussetzung. 

Ist umgekehrt y^y^ - ^ • yn ein Fundamentalsystem von (1*) und 
sind z^z^.,,0n die nach (9*) entsprechenden Integrale von (12), so 
ist auch eine Relation 

unmöglich, weil daraus durch Integration in Bezug auf a:, wenn man 
die Integrationsconstante G^ nennt, und durch Multiplication mit y^ 
die Relation 

Giyi + C^y^ -I h Cnyn = 

folgen würde. 

Wir können daher als Inhalt dieses Artikels aussprechen: 

Ist ein Integral y^ einer linearen homogenen Differentialgleichung 

w*®' Ordnung in y bekannt, so kann man mittelst der Transformations- 

gldchung 

eine Differentialgleichung {n — 1)*®' Ordnung in & herleiten, sodass jedem 
Fundamentalsystem der Differentialgleichung in ein solches derjenigen in 
y (wenn man noch y^ hinzufügt) entspricht und uingekehrt. 

30« Fuchs'sche Methode ^) zur Gewinnung linear unabhängiger 
Integrale. Behält man nun von den Integralen von (12) nur eines, 
etwa z^} ^ei, so hat man also von (1*) zwei Integrale 

Substituiert man dann aber unter Wiederholung der Operation in (12) 
(13) z = z^J tdx, 

1) S. Grelles Journ. Bd. 66. (1866) p. 129 ff. 
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SO erhält man für t eine Differentialgleichung (w — 2)*®' Ordnung. Ist 
^ = ^3 ein Integral derselben, so ist 

ein Integral von (12) und folglich 

ein solches von (1*). 

So fortfahrend erhält man A (A ^ w) Integrale 

(14) yi, tfif^idx, yifßidxft^dx, . . ., y^jz^dxj, .Juxdx, 

der Diffierentialgleichung (1*), welche linear unabhängig sind. 
Wäre nämlich identisch 

(15) Ci^i + c^ViJß^dx H f- CxViJ z^dxj. -fmdx = 0, 

so folgte hieraus durch Division durch j/j und durch Differentiation 
nach X 

hieraus ebenso 

<kh'\ h ^^^^s/- 'fuxdx ^ 

u. s. w. endlich 

Cx.tix^O, 

also C;i«=0. Dann schliesst man ebenso, dass Cx—i = 0^ c^— 2 = 0,.. 
Ci= 0, dass also eine Relation (15) unmöglich ist. 

Damit ist die obige Behauptung erwiesen; für A = n bilden also 
die Integrale (14) ein Fundamentalsystem. 

Zwischen den Determinanten der Fundamentalsysteme der bei dieser 
Ableitung benutzten Gleichungen in y, 0, t,. . ., die wir mit 

2), D', D", ...,2)(«-i> 

bezeichnen, besteht noch eine bemerkenswerte Beziehung. Die letzte 
dieser Differentialgleichungen ist für A = w von der ersten Ordnung, 
ihre abhängige Variable heisse W] ihr Integral Wn ist also zugleich 
die Determinante ZK*»—^) selbst. 

Nun ist nach (6) für Gleichung (1*) 

D = G.e ^""^ , 

und für Gleichung (12) folgt ebenso nach (11) 

^CLvl + p,),, 
])'=C\e ^ ^ «'^ ^»^ , 
also 

(16) B'=C^.yr''.I). 
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Entsprechend ergiebt sich * 

u. s. w., wo die C immer Constanten bedeuten. Verbindet man alle 
diese Gleichungen^ so erhält man für B, die Determinante eines Fun- 
damentalsystems der Gleichung (1*), den Ausdruck 

(17) B = Cy^,»^-^. t^-^^. .,Wn. 

Wir haben also das Resultat: 

Kann man von jeder linearen homogenen Bifferentialgleichung ein 
Integral ermitteln , so Ttann man auch ein Fundamentalsystem für eine 
beliebige lineare homogene Bifferentialgleichung in der Gestalt (14) auf- 
stellen. Bie Beterminante eines Fundamentalsystems drückt sich alsdann 
in der Form (17) durch die dabei benutzten Integrale J/i, ^2> • • •» w?« der 
Bifferentialgleichungen n*^% (n — 1)*®',.. 1*" Ordnung au>s, welche bei dem 
Verfahren der Beihe nach auftreten. 

31, Zurüokführung der Integration von nicht homogenen auf 
die Integration von homogenen linearen Differentialgleichungen^). 
Nach den Resultaten des gegenwärtigen Kapitels besteht die vollstän- 
dige Integration einer homogenen linearen Differentialgleichung in der 
Aufstellung eines Fundamentalsystems von Integralen. Angenommen 
nun, wir könnten für jede homogene Gleichung ein solches finden, so 
sind wir jetzt in der Lage, den in der Einleitung (Artikel 1) ver- 
sprochenen Nachweis zu erbringen, dass die Integration von nicht 
homogenen linearen Gleichungen auf die von homogenen reduciert 
werden kann. 

Sei nämlich 

(18) P(x, y) + p(x) =i)oy^"^ + i>i!/<"-') H +Pny+P = 

die vorgelegte nicht homogene Differentialgleichung, so kann man 
daraus die homogene Differentialgleichung bilden 

(19) ^^(P + ^)-(P + p)f|^g^-P^ = 0, 

oder ausführlich geschrieben 

(19«) y'"+*'i>l>o+ y^"^ (j?Po + PPi - PoP') 

+ y<" - *> (ppi + pPa —PiP) 

+ 

+ y (sp» — p»p') = 0, 

1) Vgl. Fuchs, Crelles Journ. Bd. 68. (1868) p. 368 ff. 
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welcher, wie aus der Form (19) ersichtlich, alle Integrale von (18) 
genügen. Umgekehrt ist aber nicht jedes Integral von (19) ein 
solches von (18); denn (19) wird ja durch alle Lösungen der sogenann- 
ten reducierten Gleichung P = befriedigt, die offenbar nicht Integrale 
von (18) sind. Es kommt also darauf an, unter den Integralen von 

(19) diejenigen zu kennzeichnen, welche zugleich Lösungen von (18) sind. 
Zu dem Ende dividieren wir die Gleichung (19) durch p^, sodass 

sie die Gestalt annimmt 

ax \p/ 
oder nach einmaliger Integration in Bezug auf x 

(20) P=C.p, 

wo C eine willkürliche, von x unabhängige Grösse bedeutet. Jedes 
Integral y = ri von (19) hat also die Eigenschaft, für y in P(ic, j/) 
eingesetzt, diesem Ausdruck den Wert C,p(x) zu erteilen. Setzt man 
nun ein ganz bestimmtes partikuläres Integral rj ein (welches gar keine 
willkürliche Constante mehr enthält), so muss auch C eine ganz be- 
stimmte Constante sein. Ist diese = 0, so hat man in r^ ein In- 
tegral der reducierten Gleichung 

P(^,2/) = 0; 
ist C=^Oy so ist 



ein Integral der nicht homogenen Gleichung (18). Denn setzt man 

y ="r}i, so wird 

P ^ — p oder P -f- 2) ^ . 

Fügt man zu diesem Integral rj^ noch ein beliebiges Fundamental- 
System <ler homogenen Gleichung 

hinzu 

Vi 1/2 ' * ' t/n ) 

so hat man in 

Vif 2/1» 2/2? • • •/• Vn 

offenbar ein Fundamentalsystem der Gleichung (19); denn rj^ ist ja 
nicht Integral von P = und infolge dessen nicht durch «/i » ^2 • • • y» 
ausdrückbar. 

Mit diesem Fundamentalsystem umfasst man alle Integrale von 
(19), folglich, da hierunter alle Integrale von (18) begriffen sind, auch 
die letzteren sämtlich. Während aber das allgemeine Integral von 
(19) lautet 

2/ = c^i + VJi + ^22/2 -i h CnVn, 



31] Fundamentalsystem von Integralen. Nicht homogene Differentialgl. 57 



wo C; q, ^2; • • • ^n ganz willkürliche von x unabhängige Grössen sind, 
muss hierin, wenn (18) befriedigt werden soll, notwendig c = 1 sein. 
Das allgemeine Integral der nicht homogenen Gleichung (18) ist also 

Vi + ^l^/l + ^2^2 H h <>nyn , 

WO 2/1, ^2 • • • y» ^^ Fundamentalsystem der reducierten Gleichung P=0 
lind 7ji ein Integral der homogenen Gleichung (19) ist^ das nicht zugleich 
eine Lösmig von P=0 ist und dessen Constanten so bestimmt sindy dass 
P(x,rii) -{- p(x)^0 ist Das Integral i/^ nennt man wegen seiner 
ausgezeichneten Stellung auch Hauptintegral. 

Hiermit ist die Integration der nicht homogenen Gleichung in der 
That auf diejenige von homogenen Gleichungen zurückgeführt. 

Nennen wir i?i, J/i, ^2? • • •; 3/» ^^^ Fundamentalsystem von Integralen 
der nicht homogenen Gleichung 

Pix, y) + p(x) = 0, 

SO kann man die Coefficienten dieser Gleichung ganz ähnlich wie in 
Artikel 26 durch die Elemente des Fundamentalsystems ausdrücken 
und der Gleichung selbst die Gestalt geben 
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Kapitel V. 

Die Integrale bei einer regulären Stelle und die linearen Differential- 
gleichungen mit Constanten Coefflcienten. 

32, Übersicht über den Fortgang der Untersnchnng. Nach 
dem vorigen Kapitel beherrscht man alle Integrale der Diflferential- 
gleichung mit dem Besitz eines Fundamentalsystems, Um also das 
Verhalten sämtlicher Integrale in der Umgebung der einzelnen Werte 
von X kennen zu lernen, gilt es, für die Umgebung jeder der von 
uns unterschiedenen Arten von Stellen ein daselbst gültiges Funda- 
mentalsystem aufzustellen oder doch — wo die explicite Aufstellung 
eines solchen sich als unmöglich erweisen sollte — zu ergründen, 
welche analytische Gestalt ein daselbst göltiges Fundamentalsystem 
haben muss. 

Diese Aufgabe erledigen wir im gegenwärtigen Kapitel zunächst 
für die regulären Stellen und erhalten dabei zugleich mannigfache An- 
wendungen für die Untersuchungen des Kap. IV. 

Besitzen wir aber alsdann für die Umgebung einer jeden regu- 
lären Stelle ein Fundamentalsystem von Integralen, so erhebt sich 
noch die Frage, welcher Zitsammenhang zwischen allen diesen unenälieh 
vielen Fundamentalsystemen besteht. Durch die Beantwortung derselben 
gewinneil wir erst den Begriff der für das gange Gebiet der Differential- 
gleichung mit Ausnahme der singulären Stellen definierten allgemeinen 
Integralfunction. (Kap. VI.) 

Indem wir darauf in den folgenden Kapiteln (VII, VIII, IX, X) 
ein für die Umgebung einer beliebigen Stelle der Bestimmtheit gültiges 
Fundamentalsystem aufstellen und untersuchen, lernen wir das Verhalten 
der Integralfunction atich bei singulären Stellen der Bestimmtheit kennen. 

Kapitel XI und XII endlich stellen die analytische Gestalt der 
Integrale in der Umgebung einer ganß beliebigen singulären Stelle, also 
auch in der Umgebung einer Stelle der Unbestimmtheit, fest. 

33, Verhalten der Integrale bei einer regulären Stelle. Wenn 
x = eine reguläre Stelle der Differentialgleichung ist, so kann man 
letztere in die Form setzen 
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(1) 2/^«) + 5ß,j/<»-^) + 5ß2j/(»-2) + . . .. + sp^y = 0, 

^^ ^1? ^2 • • • ^« gewöhnliche Potenzreihen von x sind. Obwohl nun 
die sämtlichen Wurzeln der zu x = gehörigen determinierenden 
Gleichung (s. Art 9) nur eine einzige Gruppe bilden 

0, 1, . . ., n — 1, 

gehört dennoch nach Artikel 17 zu jeder derselben eine Reihe oder, 
wie wir nun auf Grund von Kap. III sagen dürfen, ein Integral in 
Eeihenform. Bezeichnen wir diese n Integrale bezw. mit 

J/i ^2 • • • y« 

und denken uns bei jedem derselben ausser dem willkürlichen An- 
fangscoefficienten alle andern willkürlich bleibenden Coefficienten 
(s. Art. 15) gleich Null gesetzt, so bilden j/i ^2 • • • y» ^^ Fundamental- 
system von Integralen; denn ihre Zahl ist n, und eine lineare homogene 
Relation zwischen ihnen ist ausgeschlossen^). 

Betrachtet man statt dieses Fundamentalsjstems das allgemeine 
Integral 

(2) n = Cty^ + 0^y^-{ \-Cn y/^^cjtx^ 

k = 

WO Ol Cg . . • Cn willkürliche von x unabhängige Grössen sind, so ist 
dies eine gewöhnliche Potenzreihe von a?, deren n erste Coefficienten 
willkürlich sind. Da aber die Coefficienten dieser Potenzreihe nach dem 
Taylor'schen Satz die Bedeutung haben 

so kann man auch sagen: das allgemeine Integral der Differentialglei- 
chung in der Umgebung einer regulären Stelle x = ist eine Function, 
die sich in dieser Umgebung selbst regulär verhält und für x = 
nebst ihren n — 1 ersten Ableitungen mllMrliche Werte anzunehmen 
fähig ist. 

Diese willkürlich zu bestimmenden n Werte nennt man auch die 
Anfangswerte des Integrals. Legt man den Anfangswerten in (2) spe- 
zielle Werte bei, so erhält man aus dem allgemeinen ein partikuläres 
Integral. Hier gilt der Satz: 

Bildet man aus dem allgemeinen Integral ly durch n- malige ver- 
schiedene Wähl der Anfangswerte n partikuläre Integrale 



1) S. Anhang, Zu Kap. IV, Satz 3. 
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SO bilden diese dann und mir dann ein Fundamentalsystem, tvenn die Deter- 
minante der r? Anfangswerte von Ntäl verschieden ist. Denn diese 
Determinante ist ja die Determinante der n Functionen rji % » . > rjn 
für X = 0, deren nicht identisches Verschwinden sich mit der linearen 
Unabhängigkeit von i^i ^2 • • • ^» ^eckt. 

Als wichtigstes Ergebnis dieses Artikels wiederholen wir: 
Bei einer regulären Stelle der Differentialgleichung verhalten sich 
die sämtlichen Integrale regulär. Das allgemeine Integral können wir 
daselbst in Gestalt einer gewöhnlichen Potenzreihe aufstellen, deren n erste 
Coefficienten willkürlich bleiben, während alle folgenden bestimmte lineare 
homogene Functionen von jenen sind. 

34. Die sogenannten soheinbar singtQären Funkte. Wir be- 
merken an dieser Stelle, dass die ümkehrung des ersten Teiles des 
soeben ausgesprochenen Satzes nicht erlaubt ist: es ist sehr wohl 
möglich, dass die sämtlichen Integrale bei einer Stelle x = sich 
regulär verhalten, d. h. gewöhnliche Potenzreihen von x sind, ohne 
dass Ä? = eine reguläre Stelle der Differential gleichung ist. 

Sei nämlich 

wo «1 cf2 • • • ^« positive ganze Zahlen oder Null und P^P^. . ,Pn ge- 
wöhnliche Potenzreihen von x mit von Null verschiedenem constanten 
Glied sind, ein Fundamentalsystem von Integralen einer linearen homo- 
genen Differentialgleichung rf^ Ordnung 

so verhalten sich alle Integrale der letzteren bei a? = regulär. Man 
darf dabei annehmen, dass die sämtlichen Zahlen a^a^. . . Un von ein- 
ander verschieden sind, weil man andernfalls solche lineare homogene 
Verbindungen der Functionen a;"'Pi,..., a?""P„ an ihre Stelle setzen 
kann, bei denen jene Forderung erfüllt ist, und die immer noch linear 
unabhängig sind^). Dann ist die Determinante dieses Fundamental- 
systems 

X JT-t > X *2 J • • • j -^-n 

«1-1 p r'^^^P a;"/»"^P. 



(3) D = 



X 






wo die neueingeführten JP wieder gewöhnliche Potenzreihen sind. 
Also ist 



1) S. Anhang, Zu Kap. IV. Satz 4. 
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(4) 



I) = x 



«1 + «i H 1- «n — 



n(n — 1) 



.^, 



WO -<i^ für ic = weder unendlich wird, noch verschwindet Ersteres 
folgt daraus, dass alle Elemente von ^ gewöhnliche Potenzreihen 
sind; Letzteres daraus, dass für x =^0 ^ in die Form 

1 1 ...1 



^(.=0) = Pi(0) . p^co) ... p«(o) . 



«1 
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«l(«l — 1) «2 («2—1) 



. • CCfi 

.. a„(an— 1) 



zu setzen ist. Denn Pi(0), . . ., Pn(0) sind nach Voraussetzung =f= 
und ebenso die Determinante rechts, da diese leicht umzuformen ist in 
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und alle a von einander verschieden sind. 

Nach Gleichung (4) verschwindet also D für r» «= dann und 

nur dann, wenn «i + «2 + • • • + an> --g — , d. h. wenn minde- 
stens eine der Zahlen cc^ a^ » . > «« > w — 1 ist. Da aber nach 
Artikel 28 

(5) D = C.e , 

wo C =1= , so ist X = singulare Stelle der Differentialgleichung, 
sobald D für rc = verschwindet. Wenn dagegen D für a? = nicht 
verschwindet, so ^nd nach den Formeln (4) Art. 26 alle Coefficienten 
der Differentialgleichung für x = endlich, da ja die Determinanten 
Dj Dg . . . Dn iiur positive Potenzen von x enthalten, also für x = 
nicht unendlich werden, x ^= ist dann also reguläre Stelle. 

Wir haben daher das Resultat: 

Dann ^) und nur dann, wenn ein hei x =^0 reguläres Fundamental' 
System einer linearen homogenen Differentialgleichung n*^ Ordnung derart 

1) Vergl. Baltzer, Th. u. Anw. d. Det. § 10. 1. S. 85. 

2) Den durch das Einleitnogswort „dann" charakterisierten Teil des obigen 
Satzes verdankt der Verf. einer privaten Mitteilung von Herrn Eoehler in 
Heidelberg. — Vgl. auch Fabry, Sur los integrales des äquations diffi^ren- 
tielles etc., These, Paris, 1885. 
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beschaffen ist oder umgeformt werden kann, dass die einzelnen Elemente 
bezw, m den Exponenten 

0, 1, 2, ...w — 1 

gekoren^ ist x = reguläre Stelle der Differentialgleichung. 

Wir wollen deshalb eine Stelle, bei welcher die Coefficienten zwar 
zum Teil unendlich werden, 3ie sämtlichen Integrale aber sich trotz- 
dem regulär verhalten, eine scheinbar singulare Stelle der Differential- 
gleichung nennen und im Gegensatz dazu, wenn es darauf ankommt, 
die Unterscheidung zu betonen, von wirklich singulären Stellen sprechen. 

Gleichzeitig haben wir nach der obigen Ableitung das Resultat: 

Bei einer scheinbar singulären Stelle verschwindet die Determinante 
des Fundamentcdsystems. 

Umgekehrt kann man sofort die notwendigen und hinreichenden 
Bedingungen dafür angeben, dass eine singulare Stelle der Diflferen- 
tialgleichung eine solche scheinbar singulare Stelle ist^): 

1) die n Wurzeln der m der betreffenden Stelle gehörigen deter- 
minierenden Gleichung müssen n von einander verschiedene posi- 
tive ganze Zähen sein, worunter sich auch die Null befinden 
kann und v^n denen mindestens eine > w — 1 sein muss. 

2) Bei jeder von diesen Wurzeln müssen die Bedingungen des 
Artikel (14) erfüllt sein, dass zu ihr eine Reihe gehört. 

35. Die linearen Differentialglelohungen mit oonstanteu Coeffi- 
cienten. Von dem Inhalt des Artikel 33 können wir Anwendung 
machen auf die wichtige Klasse der linearen homogenen DiflFerential- 
gleichungen mit constanten Coefficienten 

(6) P(j/) = y^«> + aij/<— 1) + asiy(«-«> H f- a,y = 0, 

wo a^a^ . . .an Constanten sind. Für diese Gleichung ist jeder end- 
liche Wert von x regulär und seine Umgebung die ganze o?- Ebene. 
Wir wollen daher für x = ein Fundamentalsystem von Integralen 
aufstellen. 

Um zunächst ein partikuläres Integral zu erhalten, wählen wir in 
dem allgemeinen Integral 

jfc =oo 

die n Anfangswerte bezw, 

— »- 1 A« A»2 ytl — 1 
^) ' 7 ' } ' • •> ' } 

1) Vergl. Fuchs, Grelles Joum. 68. (1868) S. 381, wo die scheinbar singu- 
lären Stellen „ausserwesentlich singulär" genannt werden. 
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wo r eine noch zu bestimmende Grösse ist, also 

Damit nun auch die vi^ Ableitung von ly für a; = sich dieser Form 
anpasst, also gleich der n*^ Potenz von r wird, muss r der Gleichung 
genügen 

(7) fpif) ^ r« + Oir"-^ + öfg'»-^ + p a„ = 0, 

und umgekehrt, wenn r eine Wurzel der Gleichung (7) ist, so ist 
^^(») «_ ^n ijjjj sogar ganz allgemein 

(8) iyo^^>=r^ (2 = »,n + i,...). 

Ist nämlich schon bis zu irgend einem Wert von X diese Behauptung 
erfüllt — und sie ist es ja bis A = w — so gilt sie auch für den 
nächst grösseren Wert von A. Dies zu beweisen, differenzieren wir 

die Identität 

i^^») + a^iy^"-^) + • • • + ^»^ ^ 

{X — w) - mal nach x 

rf^) ^ a^ rfx-i) _| ^ öni^^^"**^ = 0, 

woraus folgt 

(9) rf^^ = — [ai 12^^- '^ H h «ni?^^-"^] . 

Gilt nun (8) schon bis l — 1, so folgt aus (9) 

oder 

^(^) ^ — r^— »»[g)(r) — r"] ^ r^, 

da r ja eine Wurzel der Gleichung (7) ist. 

Hiermit ist die Gültigkeit der Gleichung (8) allgemein dargethan, 
und wir haben das partikuläre Integral 

wenn r eine Wurzel der Gleichung q){r) =^0 ist, die man wegen 
dieser Bedeutung die charakteristische Gleichung der Differentialgleichung 
(6) nennt. Sie wird aus der Differentialgleichung gebildet, indem man 
einfach jede Ableitung von y durch die Potenz von r ersetzt, deren 
Exponent gleich der Ordnung der Ableitung ist. 

Die für ri ermittelte Reihe stellt nun bekanntlich die Exponential- 
fimction 

dar. Wir können uns aber auch auf den Standpunkt stellen, dass 
wir diese Function noch gar nicht kennen und die durch die Reihe 
definierte Function von rx nur mit dem Zeichen e^* belegen. Als- 
dann lehrt uns die Theorie der linearen Differentialgleichungen die 
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wichtige Eigenschaft dieser Function, dass jene Darstellung für die 
ganze rc- Ebene gilt, weil ja die Umgebung der Stelle x = der 
Differentialgleichung die ganze ic- Ebene bedeckt. Wir erfahren also 
lediglich aus der Differentialgleichung selbst, dass 

e = 1 -f- — -f- -^y- -j- • • •; 

wie man auch sagt, eine beständig convergente Poten^reihe ist. 

Hat nun die charakteristische Gleichung (7) n verschiedene Wur- 
zeln r^ rg . . . y*n, so erhalten wir auf diese Art n partikuläre Integrale 

(10) e''% /»^•..,e'•«^ 

deren lineare Unabhängigkeit im nächsten Artikel bewiesen wird. 

Hat dagegen die charakteristische Gleichung weniger als n ver- 
schiedene Wurzeln, so erhält man zunächst weniger als n partikuläre 
Integrale. Ist aber dann z. B. r^ eine y- fache Wurzel, so ist 

(11) 'P(r,) = 0, 9'(n) = 0,...,9)<)'-«(r,) = 0. 

Setzt man nun, um weitere Integrale zu finden, unter Anwendung der 
im Artikel 30 vorgeführten Fuchs'schen Methode 

(12) y = ^^'f0dx, 

so erhält man für die Differentialgleichung (w — 1)*^' Ordnung 

(13) ;5(»-i)+ ^^-'^[nr^ + aj 

+ 

+ z\nr^-^ + (w — 1)^1 ^^«-24 1- 2a„_2 r^ + an-i] = 0, 

welche wieder constante Goefficienten hat und zwar als Coefficient von 
^, /, /', . . .,;s(«-2) bezw. 

„!u\ €1^^) 0^1) y^"~'^(^i) 

Mit Rücksicht auf die Identitäten (11) lautet also (13) 

(13«) .(-« + ^^^-^ ^(-2) + . . . + T^L'M ^y-iy = 0. 
^ ^ ' (w — 1) ! ' y • 

Diese Gleichung wird aber erfüllt, wenn man 

z = Aq-^ A^x + (- Ay^^x'^-'^ 

setzt, wo Aq^ ^1, . . ., -4y_2 völlig willkürliche Constanten sind. Also 
liefert (12) für Gleichung (6) das Integral 
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wo die B willkürliche Constanten sind, oder also die y Integrale 



(14) 



e^^, xe^'^y . . .,a;>'-^e'"^^. 



Auf diese Weise gelangt man bei einer y-fachen Wurzel der 
charakteristischen Gleichung zu y Integralen der Differentialgleichung 
(6); also im Ganzen stets zu n Integralen. 

36« Nachweis der linearen Unabhängigkeit der n aufgestellten 
Integrale der Differentialgleichung mit constanten Coeffioienten. Um 
zu beweisen, dass die ermittelten n Integrale der Differentialgleichung 
(6) in jedem Falle ein Fundamentalsystem bilden, brauchen wir nach 
Artikel 33 nur zu zeigen, dass die Determinante der v? Anfangswerte 
von Null verschieden ist. Diese Determinante lautet aber, wenn wir 
gleich den allgemeinen Fall, dass mehrfache Wurzeln der charakte- 
ristischen Gleichung vorhanden sind, in's Auge fassen, 



D = 



2 



1 r^ r. 



1 2r, 

2 



1 ^2 ^2 



2 



^1 



(n — l)ri'»-2 
(n — l)(w — 2)ri«-3 



«— 1 



Sie ist so gebildet, dass einer y- fachen Wurzel y Zeilen entsprechen, 
deren erste die 0*®, 1*®, ...,(n — 1)*® Potenz dieser Wurzel als Ele- 
mente enthält, während jede folgende der y Zeilen aus den Ablei- 
tungen der Elemente der vorhergehenden nach der betreffenden Wurzel 
besteht. Das Verschwinden der Determinante D hätte nun zur Folge ^), 
dass die Elemente jeder Zeile ein und derselben linearen homogenen 
Relation genügten, deren Coefficienten nicht sämtlich Null wären. Be- 
zeichnet man diese Coefficienten mit K^K^. , . Kn^i und setzt 

so zieht also das Verschwinden von D die Identitäten nach sich 

g(ri) = 0, g'{r^) = 0,... , 

d. h. die ganze Function höchstens (n — 1)*®° Grades von r g(r) 
müsste durch jeden der Linearfaktoren der ganzen Function w*®" Grades 
cp(}') und zwar durch jeden ebenso oft als jene teilbar sein. Dieser 
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Heffter, Differentialgleichungen. 
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Widerspruch lost sich nur dadurch, dass alle Kq^ iTj . . . Kn—i iden- 
tisch Null sein müssen oder D =J= ist. 

Hiermit ist erwiesen, dass die n Integrale der Gleichung (6), die 
wir im vorigen Artikel ermittelt haben, ein Fundamentalsystem bilden. 

Die in den beiden letzten Artikeln entwickelte Theorie der linearen 
homogenen Differentialgleichungen mit constanten Coefficienten führt 
also zu folgendem Ergebnis: 

Wenn 

eine lineare homogene Differentialgleichung mit constanten Coefficienten ist, 
so bildet man die zugehörige cJiaraJcteristische Gleichung 

q)(r) ^ r** + a^r^^^ + • • • + ör„ = 0. 

Jede^' y-fache^i Wurzel derselben r^ entsprechen die y Integrale 

der Differentialgleichung. Die n so resultierenden Integrale bilden ein 
Fundamentalsystem, 

37. Beispiele. Zwei ganz einfache Beispiele mögen noch der 
allgemeinen Untersuchung folgen. 

1. Beispiel: 

(15) y'+y = o 

ist eine lineare homogene Differentialgleichung mit constanten Coeffi- 
cienten. Die zugehörige charakteristische Gleichung lautet 

r2 + 1 = 



und hat die Wurzeln -f- ?, — i, wenn i = ]/ — 1 . Wir habeu daher 
das Fundamentalsystem 

Da auch jede lineare homogene Verbindung der Elemente desselben 
mit constanten Coefficienten ein Integral ist, so müssen auch 

cosa; = , sma; = -. . 

der Differentialgleichung (15) genügen, wovon man sich in der That 
leicht überzeugt. 

cos ü? und sina; sind aber wieder ein Fundamentalsystem; denn 
ihre Determinante ist 



cos Xj sm X 



— sm X, cos X 



^ cos ^x + 8in^x ^ 1 4= 0» 
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Will man umgekehrt die lineare homogene Differentialgleichung zweiter 
Ordnung bilden, von der cos ic, sina? ein Fundamentalsystem sind, 
so lautet dieselbe nach Artikel 26. 



y y 

cos Xj 
sin X, 



y 



y 



'/ 



SIU Xy — COS X 



cos X 



> 



sin X 



= 



oder 

y + y'=o, 

sodass man, wie es der Fall sein musste, wiederum Gleichung (15) 
erhält. 

3. Beispiel: 
(16) 2/'"— 2/"— 2/'+ y = 0. 

Die charakteristische Gleichung ist 

r^ — r^ — r+lE^(r-^ iy(r + 1) — 

und hat die Wurzeln 

1, 1, -1. 
Ein Fundamentalsystem von Integralen der Gleichung (16) lautet also 
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Die Integralfnnction im ganzen Gebiet der Differentialgleichnng. 

Grnppe der Differentialgleichnng. 

38» Feststellung der zu behandelnden Aufgabe. Im vorigen 
Kapitel haben wir das Verhalten der Integrale einer linearen homogenen 
Differentialgleichung 

(1) P{x, y) = y^^) + p,^^-"^ H + p„y = 

in der Umgebung einer regulären Stelle untersucht und für eine solche 
ein Fundamentalsystem von Integralen aufgestellt. Bevor wir uns 
aber nun zu den singulären Stellen wenden, tritt, wie schon in 
Artikel 32 bemerkt wurde, noch eine andere Aufgabe an uns heran, 
die in dem gegenwärtigen Kapitel ihre Erledigung finden soll. 

Der Bereich, für den bisher die Integrale definiert sind, ist die 
Umgebung des jeweils in's Auge gefassten regulären Punktes, also bei 
unsern Formeln die Umgebung des Punktes a; = oder das Innere 
eines Kreises, welcher im Allgemeinen nur einen Teil des Gebietes 
der Differentialgleichung ausmacht. Denn nicht immer wird wie in 
dem Beispiel der Differentialgleichungen mit constanten Coefficienten 
die Umgebung eines beliebigen Punktes bereits das ganze Gebiet der 
Differentialgleichung bedecken. Währejid also auf der einen Seite das 
allgemeine Integral zunächst nur für ein beschränktes Gebiet definiert 
ist, wissen wir andererseits — weil wir bei jedem beliebigen andern 
regulären Punkt geradeso wie bei a? == verfahren können — , dass 
in dem ganzen regulären Teil des Gebietes der Differentialgleichung 
das allgemeine Integral wirklich existiert. Es drängt sich daher eine 
Frage auf, der wir eine doppelte Fassung geben können. Wir wün- 
schen nämlich zu wissen: 

1) Welcher Zttsammenhang besteht zwischen dem Ftindamentalsystem 
von regulären Integralen^ welches für die reguläre Stelle a? = und 
dem, welches für eine heliebige andere reguläre Stelle ä; = a aufgestellt 
wird? 

2) Wie ermittelt man den Wert, den ein mnächst nur für die 
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Umgehting der regulären Stelle x = definiertes Integral in einer hdie- 
higen andern regulären Stelle a; = a erhält? 

Es ist dies in der That nur eine verschiedene Fassung derselben 
Frage; denn wir werden sehen, dass mit der einen der beiden Fragen 
zugleich auch die andere ihre Beantwortung findet. Als Ausgangs- 
punkt der Untersuchung wählen wir die zweite Form der Fragestellung. 



39, AnaJytisohe Fortsetzung der Integrale. Es sei 



(2) 



*=:0 



ein für die Umgebung der regulären Stelle a; = definiertes Integral 
mit den Anfangswerten 

% ^1 • • • Vn-l' 

Den Bjreis, welcher die Umgebung von rr =» darstellt, wollen wir 
mit Kq, die Umgebung einer beliebigen andern regulären Stelle Xi 
mit j^-, die zugehörigen Badien mit Bq, Ei bezeichnen. Nun fragen 
wir: welchen Wert nimmt das zunächst nur für Kq definierte Integral ij 
n einem ausserhalb Kq gelegenen beliebigen regulären Punkt x = a an? 

Zur Beantwortung dieser Frage verbinden wir die beiden Punkte 
x = und a? «« a durch eine beliebige, sich selbst nicht schneidende 
Curve G von endlicher Länge, welche in ihrem ganzen Verlauf einen 
endlichen (nicht unendlich klein werdenden) Abstand von singulären 
Punkten bewahrt. Dass eine solche Curve sich immer herstellen lässt, 
folgt aus den Bemerkungen über das Gebiet der Differentialgleichung 
(Art. 2). Sie wäre nicht herstellbar, wenn das Gebiet der Differential- 
gleichung aus getrennten Teilen bestände und die Punkte und a 
in zwei verschiedenen Tei- 
len lägen. 

Nun sei x^ der erste 
— falls es deren mehrere 
giebt — Schnittpunkt von 
von Kq und C in der Rich- 
tung von nach a, x^ ein 
Punkt auf C zwischen und 
^1, der der Bedingung ge- 
nügt 

wo B^ nach der vorhin ein- 
geführten Bezeichnung der Radius der Umgebung K^ des Punktes x^ 
ist. Diese Bestimmung eines Punktes x^ ist wiederum stets möglich; 




Fig. 1. 
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denn der Eadius der Umgebung eines jeden Punktes auf C ist nach 
Voraussetzung keine unendlich kleine Grösse; also braucht der Punkt 
Xi nur hinreichend nahe an cc^ auf C heranzurücken, um die geforderte 
Ungleichung zu erfüllen. Der Kreis K^ greift dann notwendig über 
die Fläche von Kq hinaus. 

Ist dann % der erste Schnittpunkt des CurTcnstückes Xia mit 
dem Kreis K^^ so kann man abermals einen Punkt X2 auf C zwischen 
x^ und X2 annehmen, sodass 

I ^2 — ^2 I < -^2 

u. s. w. Man erhält auf diese Art auf C die Folge von Punkten 
x^x^.'-y deren jeder noch innerhalb der Umgebung des vorangehen- 
den Punktes liegt, abet von jenem durch ein Stück der Curve C von 
endlicher Länge getrennt ist. Da aber die ganze Curve C eine end- 
liche Länge haben sollte, wird man folglich nach einer endlichen An- 
zahl von Wiederholungen jener Operation zu einem Punkte Xm auf C 
gelangen, derart, dass sowohl a wie das Curvenstöck von C Xm^ ganz 
innerhalb des Kreises Km liegt. 

Jetzt wandeln wir die Potenzreihe ^Q(x\0)y welche nach Potenzen 
von X fortschreitet, in eine nach Potenzen von x — x^ fortschreitende 
Reihe um. Wir setzen zu dem Zweck 

X zuz: [X — Xt ) ~T~ Xt , 

entwickeln die einzelnen Potenzen von x in 5ßQ(a?|0) nach dem bino- 
mischen Satz in Potenzen von x — x^j ordnen dann alles nach den 
letzteren und erhalten so 

%(x\o) = ^,{x\x,) =2c;.(x - x,y. 

Die letztere Reihe convergiert sicher, solange x innerhalb des Kreises 
um x^ als Mittelpunkt bleibt, der noch ganz innerhalb K^ liegt. Der 
wahre Convergenzkreis der neuen Reihe ist aber grösser und wird 
folgendermassen ermittelt. 

ist ein Integral der Differentialgleichung (1) bei der regulären Stelle 
x = Xi] denn ^i(^|iCi) ist ja nur eine Umformung der Reihe ^q(x\0), 
und Xi liegt noch im Convergenzgebiet von 5ßQ(a?|0). Folglich muss 
$1(^1^1) ^^ ^^^ allgemeinen, für die Umgebung von x^ aufzustellen- 
den Integral von (1) bei geeigneter Wahl der Anfangswerte enthalten 
sein und der Convergenzkreis von ^i(x\Xj) mit demjenigen des ge- 
dachten allgemeinen Integrals, d. h. mit K^ , übereinstimmen. 

Wir haben also das zunächst nur für das Innere von Kq definierte 



I •,' 
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Integral i] nun auch für K^ definiert, d. h. für das Innere eines 
Kreises, der über die Fläche von Eq hinausgreift. 

Genau so fahren wir nun fort, indem wir die Potenzreihe 
^i(^l^i) ^^ ®^^® innerhalb JTg convergente Reihe 

umwandeln, welche innerhalb K^ die Function rj darstellt u. s. w., bis 
wir zu der innerhalb Km gültigen Darstellung von rj 

gelangen, welche die Berechnung des Wertes von rj für x==a gestattet. 
Denn der letztere Punkt liegt ja innerhalb Km> 

Das hier angewandte Verfahren nennt man die analytische oder 
KreiS'Fortsetmng der Function ri längs der Curve C. Dasselbe führt 
zu dem Resultat: 

Wenn man das mnächst nur für das Innere der Umgang von 
X = definierte Integral rj längs einer bestimmten Curve C nach einer 
beliebigen andern regulären Stelle x => a hin fortsetzt y so erhält man 
einen bestimmten Wert des Integrals ri für x = a. 

40. Das monogene Gebilde der Integralfiinction. Mit dem vor- 
stehenden Satze ist das Integral r} thatsächlich für das ganze Gebiet 
der Differentialgleichung mit Ausnahme der singulären Stellen definiert. 
Denn aus der einen Potenzreihe $o(^|0) entspringen vermöge der 
Fortsetzung unzählig viele andere, welche die Function rj in der Um- 
gebung eines jeden regulären Wertes von x darstellen. Die Gesamt- 
heit dieser Darstellungsformen oder Potenzreihen, welche alle aus 
einer einzigen von ihnen in der angegebenen Art abzuleiten sind, 
nennt man aber nach Weierstrass das monogene Gebilde der Function 
rjy während die einzelnen Potenzreihen, welche die Function ij in der 
Umgebung der einzelnen Werte von x darstellen, die Elemente dieser 
Function und, wenn es sich wie in unserm Fall um reguläre Stellen 
handelt, speziell die regulären Elemente derselben heissen. 

Verstehen wir unter 

V = ^o(^iO) 
nunmehr das allgemeine Integral der Differentialgleichung (1), bei wel- 
chem also die n ersten Coefficienten der Reihe ^ß^C^I^) *^^^^ willkür- 
lich sind, so führt das auf dieses Integral angewandte Fortsetzungs- 
verfahren zu dem Begriff des monogenen Gebildes der allgemeinen 
Integralfunction. 

Wir sehen jetzt, dass wir nicht zu einem solchen monogenen Func- 
tionsgebilde gelangt wären, wenn wir zugelassen hätten, dass das 
Gebiet der Differentialgleichung aus mehreren unter einander nicht 
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zusammenhängenden Bereichen (r^, Gg» • • • bestehen kann. Denn in 
diesem Fall hätte man ja die für die Umgebung eines Punktes in G^ 
z. B. definierten Integrale nicht nach den Punkten der andern Gebiete 
hin fortsetzen können. Man hätte also in jedem der Gebiete ein 
FuDctionselement aufstellen müssen, um daraus für dieses Gebiet ein 
monogenes Functionsgebilde abzuleiten. Man gelangte also dann zu 
dem gleichen Resultat, als wenn man die Differentialgleichung (1) 
einmal unter dem Gesichtspunkt behandelt, die Coefficienten wären 
nur für G^y ein anderes Mal, sie wären nur für G^ u. s. w. definiert. 
Hiermit ist die in Artikel 2 aufgestellte Behauptung erwiesen. 



41. Gebiet der Eindeutigkeit der Integralfunotion. Nachdem 
wir nunmehr den BegriiBf der für das ganze Gebiet der Differential- 
gleichung — mit Ausnahme der singulären Stellen — definierten Integral- 
function gewonnen haben, können wir die noch zu erledigenden Auf- 
gaben auch die Untersuchung der Integralfunotion im ganzen Geltet der 
Differentialgleichung nennen. Bei einer solchen functionentheoretischen 
Untersuchung ist aber die erste Frage die nach der Eindeutigheit der 
Function. Wir wollen daher jetzt ermitteln, in welchem Gebiete sich 
die Integralfunotion eindeutig verhält. 

Das partikuläre Integral i^, welches durch Gleichung (2) gegeben 
war, erhielt nach Artikel 39 in einem beliebigen regulären Punkt 
X '= a einen bestimmten Wert, wenn man auf einem bestimmten 
Wege C von nach a fortschritt. Wir verbinden nun die beiden 
Punkte und a durch eine zweite Curve C\ welche folgenden 
Bedingungen genügt: sie geht der Reihe nach durch die Punkte 




1 2 



Xmy von denen 



Xi gleichzeitig innerhalb Kq 
und Kl, x^ gleichzeitig inner- 
halb K^ und K^y u. s. w., 
endlich Xm gleichzeitig inner- 
halb Km—i und Km liegt, und 
dabei verläuft das Stück der 
Curve C von x^ bis x^ ganz 
innerhalb K^, das von rr/ bis 
x^ ganz innerhalb K^y u. s, w., 
endlich das Stück der Curve 
C von Xm bis a ganz inner- 
halb Km- Beide Curven be 
sitzen während ihres Verlaufs einen Abstand von einander der — ab- 
gesehen von den Endpunkten — nirgends unendlich klein wird. 



Fig. 2. 
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Benutzen wir nun die Curve C gerade wie vorher C, um das In- 
tegral 1] von aj = nach x == a fortzusetzen, so gelangen wir in 
a; = a zu demselben Wert wie vorher. Hiervon überzeugen wir uns 
schrittweise, indem wir die Curve C in die einzelnen Stücke 

Uä^j, X^X<^, X^X^j . , •, XmCf'y 

die Curve C" in die entsprechenden Stücke 

yjx^ y x-t Xo j Xa Xo • • • • ■ XfiiQt 

zerlegen und jedesmal die Punkte 

a?i und Xi, x^ und x^ ,. > >^Xm und Xm 

geradlinig mit einander verbinden. Berechnet man nun den Wert des 
durch seine Anfangswerte für a? = definierten Integrals ri für x = x^y 
indem man sich entweder denkt, dass man direkt auf der Curve C 
dahin geht oder auf C erst nach x^ und dann geradlinig von x^ 
nach x^, so ist das Resultat dasselbe, weil man sich nur innerhalb 
des Kreises K^ bewegt hat, in welchem man die Function ri durch ein 
und dieselbe Potenzreihe (5ßo(^l^)) darstellen kann. Berechnet man 
dann den Wert der jetzt innerhalb K^ durch die Gleichung 

darstellbaren Function ri in x^y indem man entweder auf C direkt von 
x^ nach x^ übergeht, oder von x^ nach x^ (wobei jetzt in x^ r} den- 
selben Wert erhält, den es vorher in diesem Punkte hatte), von x^ auf 
C nach iTg', von X2 geradlinig nach iCg? so ist das Resultat wieder das 
gleiche, weil man beide Male innerhalb K^^ geblieben, worin r^ durch 
eine gewohnliche Potenzreihe darstellbar, also eindeutig ist. Passt 
man nun die beiden, nacheinander ausgieführten Schritte zusammen, 
so kann man den Weg x^'x^^ und den entgegengesetzten x^x^' einfach 
weglassen, weil man in Xi\ wie oben schon bemerkt wurde, wieder 
zu demselben Wert von rj zurückkehrt, mit dem man das erste Mal 
ausging. Hiernach führen die beiden Wege von nach iTg, wenn 
man einmal direkt auf C geht, ein zweites- Mal erst auf C nach X2 
dann geradlinig von x^ nach x^, in X2 zu demselben Wert von 1^. 

Genau so weiterschliessend erkennt man, dass die Fortsetzung 
des Integrals rj von nach a auf C und C zu demselben Wert führt. 

Nun kann man C so behandeln wie vorher C, also auf C eine 
Reihe von Punkten annehmen und eine Curve C" so legen, dass sie 
successive in deren Umgebungen verläuft, u. s. w. Man kann die 
Wegcurve zwischen und a in dieser Weise allmählig immer weiter 
und weiter variieren und schliesslich in eine beliebige andere Lage 
überführen^ falls nur zwischen dieser und der ursprünglichen Lage der 
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Curve keine singulären Punkte eingeschlossen sind. Denn, wenn man 
sich bei der Verschiebung der Curve zwischen und a aus der Lage 
G in die Lagen C, C", . . . einer singulären Stelle nähert, so werden 
in ihrer Nähe die Convergenzkreise der Punkte auf der Wegcurve 
immer kleiner und kleiner, schliesslich unendlich klein, sodass man 
zuletzt den für die Curve geforderten Eigenschaften nicht mehr genügen 
kann. Liegt dagegen zwischen irgend zwei die Punkte und a verbinden- 
den Curven C und C^ kein singulärer Punkt, so kann man in der angege- 
benen Weise stets von der einen successive zu der andern übergehen. 
Zwei solche Wege führen also stets zu demselben Wert des Integrals. 
Wie man sich nun z. B. bei den Functionen Yx und log x^ 
welche nicht in der ganzen o?- Ebene JE eindeutig sind, ein Gebiet der 
Eindeutigkeit E' dadurch herstellen kann, dass man einen als unüber- 
schreitbar geltenden VerzweigungsschniU von bis in's Unendliche legt, 
ähnlich hier. Das Gebiet der DijBFerentialgleichung besteht aus der 
Gesamtheit der regulären und ausserwesentlich singulären Punkte der 
Differentialgleichung und bildet einen zusammenhängenden Bereich (r. 
Dieser entsteht aus der ganzen unendlichen rz;- Ebene, indem sämtliche 
wesentlich singulare Stellen aus derselben ausgeschnitten werden, sei es 
dass dies isolierte Punkte sind, oder dass sie ganze Curven oder Fläch en- 
stücke anfüllen. Sticht man in gleicher Weise aus G auch noch die 
sämtlichen ausserwesentlich singulären Stellen aus (etwa durch unend- 
lich kleine diese Punkte umgebende Conturen) und alle unendlich grossen 
Werte von x (etwa durch einen Kreis um einen im Endlichen gelegen 
nen Mittelpunkt mit beliebig grossem Radius), so kann man den 
übrig bleibenden Bereich, der nur von regulären Punkten erfüllt ist, 
den regulären Teil des Gebietes der Differentialgleichung nennen. Die 
Begrenzung dieses zusammenhängenden Bereichs besteht nach Vor- 
stehendem aus einer Anzahl geschlossener Curven. Werden diese etwa 
durch Ci Og . . . Ci bezeichnet und verbindet man C^ mit Cg, Og mit 
(?3, u. s. w., Cx—i mit Cx durch einander und sich selbst nicht schnei- 
dende Schoittlinien, sogenannte Ver^wetgungsschnitte, so erhält man ein 
ebenes zusammenhängendes Gebiet G'^ welches nur von einer einzigen 
geschlossenen Curve begrenzt wird und — in der Sprache der Ana- 
lysis Situs - — ein einfach zusammenhängendes Gebiet heisst. Beschrän- 
ken wir die unabhängige Variabe x auf ein solches Gebiet G\ so ist 
es offenbar gar nicht möglich^ dass zwei Wege von x^ welche dieselben 
Punkte mit einander verbinden, singulare Punkte zwischen sich ein- 
schliessen. Je zwei solche Wege müssen daher notwendig zu dem- 
selben Endwert des Integrals führen, und wir können nunmehr das 
Resultat des gegenwärtigen Artikels folgendermassen aussprechen: 
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Die Integralfunction r} der Differentialgleichung (1) ist eindeutig in 
jedem einfach zusammenhängenden, von singulären Punlctefi freien Gebiet, 
das man aus dem Gebiet der Differentialgleichung Jierstellen kann. 

43. Zweige der Integralfunction. Beschränkt man die unab- 
hängige Variable x auf ein solches Gebiet (?', so erhält man durch 
Fortsetzung des Integrals 

ij = «ßo(*|0) 

Über dieses gauze Gebiet einen eindeutigen Zweig der, Integralfunction, 
d. h. wenn in der Potenzreihe ^Q(;r|0) die willkürlichen Constanten 
einmal in irgend einer Weise festgelegt sind, liefert die gedachte Fort- 
setzung der Function rj in jedem beliebigen Punkte von G' einen und 
nur einen bestimmten Wert derselben, üeberschreitet man dagegen bei 
der Fortsetzung von r^ einen oder mehrere der Verzweiguugsschnitte und 
sieht diese Linien darauf wieder als unüberschreitbar an, so hat man 
abermals einen in 6r' eindeutigen Zweig der Integralfunction, der aber 
im Allgemeinen von dem zuerst betrachteten verschieden ist, d. h. in jedem 
Punkte von G' einen andern Wert annimmt als jener. Der erste Zweig 
ging also beim üeberschreiten jener Linie in den zweiten über, und daher 
rechtfertigt sich der Name Verzweigungsschnitt für die gedachten Linien. 

Im Allgemeinen kommt man so zu immer neuen, also zu unend- 
lich vielen Zweigen der Integralfunction. 

Das Beispiel der Gauss'schen DiflFerentialgleichung 

(3) a:{x—l)y'-- [j, ^ (« + ^ + l)x\i/+ aßy = 

-möge diese Begriffe noch näher veranschaulichen. Das Gebiet dieser 
Differentialgleichung ist die gesamte ^- Ebene; die einzigen singulären 
Punkte im Endlichen sind x = und x=l. Benutzt man also z. B. den 
positiven Teil der reellen Axe in der a;- Ebene als Verzweigungsschnitt, 
so entsteht nach dieser Festsetzung ein einfach zusammenhängendes 
Gebiet G', welches nur reguläre Werte enthält, d. h. ein Gebiet, in 
welchem man nicht zwei Punkte durch zwei solche Curven mit ein- 
ander verbinden kann, dass zwischen beiden ein singulärer Punkt liegt. 
Definiert man nun ein Integral rj der Differentialgleichung (3) 
durch eine gewöhnliche Potenzreihe von x — Xq in der Umgebung 
der beliebigen, nicht gerade auf dem Verzweigungsschnitt liegenden 
regulären Stelle Xq, mit den Anfangswerten %, %, so erhält dieses 
Integral bei Fortsetzung über das ganze Gebiet 6r', wenn man nur 
den Verzweigungsschnitt als unüberschreitbar gelten lässt, in jedem 
Punkte einen ganz bestimmten Wert, auf welchem Wege man auch 
dahin gelangt. Insbesondere kehrt man daher in Xq immer wieder zu 



^ 
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dein Werte iJq des Integrals zurück. Man hat so einen innerhalb 6r' 
eindeutigen Zweig des Integrals i]. Ueberschreitet man dagegen nun 
den Verzweigungsschnitt einmal, um ihn darauf wieder zu respectieren, 
so wird man im Allgemeinen zu andern Werten als vorher in den 
einzelnen Punkten gelangen. Betrachtet man nämlich zwei Wege von 
Xq nach einer andern regulären Stelle a innerhalb G', deren einer 
innerhalb 6r' verläuft/ während der zweite den Verzweigungsschnitfc 
überschreitet, so liegt ja zwischen beiden Wegen mindestens einer der 
beiden singulären Punkte 0, 1. Man erhält also nach der üeber- 
schreitung im Allgemeinen einen neuen eindeutigen Zweig u. s. w. 

43. Zusammenhang zwischen zwei unabhängig von einander 
definierten Fundamentalsystemen. Wir wollen noch zeigen, dass 
durch die in diesem Kapitel dargestellte analytische Fortsetzung der 
Integrale gleichzeitig die unter 1) im Artikel 38 gestellte Frage ihre 
Beantwortung findet, d. h. die Frage: welcher Zusammenhang besteht 
zwischen den ganz unabhängig von einander definierten Fundamental- 
systemen in der Umgebung zweier regulären Stellen x = und 
X = a? 

Bezeichnet man diese beiden zunächst durch Functionselemente in 
den Umgebungen Kq und Ka definierten Fundamentalsysteme von 
Integralen bezw. mit • 

(4) yoi, !/02, . . .j J/o«, 

(5) J/al, 2/a2. . . M yany 

SO bestehen nach dem Begriff eines Fundamentalsystems die Relationen 



(6) 

WO die Aih von x unabhängige Grossen sind, um deren Berechnung es 
sich handelt. Da aber die Functionsausdrücke auf der linken Seite 
der Gleichungen (6) nur im Innern von ZJj, die auf der rechten ISeite 
nur im Innern von Ka Geltung haben und diese beiden Umgebungen 
im Allgemeinen von einander ganz getrennte Fiächenstücke sind, so 
kann die Berechnung der Aa gar nicht anders vollzogen werden als 
dadurch, dass man die Functionen j/oi 2/02 • • • J/on zuerst längs einer 
Curve C mit Hülfe von Zwischenwerten x^x^ > > • Xm bis in das Innere 
von Ka hinein fortsetzt, um sie dann durch j/oi . • • Van auszudrücken. 
Man kommt also bei der gegenwärtigen Fassung des Problems not- 
wendig auf die Methode der successiven Fortsetzung zurück und 
erkennt so, dass die Werte der Coefficienten Aa und damit die 



43.] Die Integralfunction im ganzen Gebiet d. Diffgl. Gruppe d. Diffgl. 77 



Relationen (6) selbst in demselben Sinne wie vorher der Endwert 
des von x = nach a: = a fortgesetzten Integrals tj von der zu diesem 
üebergang benutzten Folge von Zwischenwerten abhängig sind. 

um nun zu einem expliciten Ausdruck für die Coefficienten Äik 
zu gelangen, drücken wir bei jedem Schritt der Fortsetzung das fort- 
gesetzte Functionensystem j/oi • • . 2/o» durch ein in der Umgebung 
der betreflfenden Stelle, bei der wir uns gerade befinden, gültiges Fun- 
damentalsystem aus. Zu dem Ende bezeichnen wir ein in der Um- 
gebung von X4 (» = i,2,...,»n) gültiges Fundamentalsystem mit . 

und denken uns die Anfangswerte jedes dieser wie des Fundamental- 
systems (5) durch die Tabelle 

ri . ; . 



(7) 



10 
1 



lO 








. . 1 

bestimmt, wo jede Colonne sich auf ein bestimmtes der Integrale, jede 
Zeile auf die Ableitungen von bestimmter Ordnung bezieht. Ferner 
seien die Werte von j/,* und seiner n — 1 ersten Ableitungen in dem 
Punkte Xi^i (Xm+i = a) 

Die Werte des Fundamentalsystems yn y,-2 • • • J/.n und der n — 1 
ersten Ableitungen seiner Elemente in Xi^i bilden daher das quadra- 
tische System von Grössen 



(0 



Vk 



X V^ = ü,l, . . .,n—lj ) 



welches wir kurz durch Si repräsentieren wollen, während 

(9) |Ä,| = |42| (!:5;?::::;:_i). 

die Determinante dieses quadratischen Systems bedeute, die also als 
Determinante eines Fundamentalsystems für einen regulären Wert 
=1=0 ist. 

Um nun die Coefficienten der Relation 

(10) yik = afiy,+i, 1 H h (^klyt+i, n 

zu ermitteln, brauchen wir nur zu (10) noch die durch ein-, zwei-... 
(n — 1)- malige Differentiation nach x daraus entstehenden Gleichungen 
hinzuzufügen und jedesmal x=^Xi^i zu setzen; dann folgt nach (7) und (8) 

ajti ^^ '»?M-i X*, ^ — 1, 2, . . ., n) . 



78 Kapitel VI. [43. 

Da3 Fundamentalsystem y,i . . . y,» wird also mittelst des Coefficienten- 
systems St durch y,-+i, i . . . y,-i-i,» ausgedrückt. 

Drückt man aber erst yn . . . y,-« mittelst St durch y,-f-i, i - • .yi+i, » 
aus, dann ^,-+1,1 . . . y»+i,„ mittelst iSr+i durch y,+2,i . . . y,+2,«, so 
entsteht das Coefficientensystem, welches direkt yn . . . y,-« durch 
y«-l-2, 1 • . • yi+2, « ausdrückt, durch Composition aus iS,- und Sj+i, d. h. 
ein beliebiger Coefficient dieses gedachten Systems ist die Summe der 
Produkte der Elemente einer Zeile von Si in die einer Colonne von 
Si-\-i. Dieses aus Si und Si^i componierte System bezeichnen wir 

durch 

SiSi^i . 

Mit Hülfe dieser Bezeichnung können wir jetzt den expliciten Wert 
der Coefficienten A^ in (6) angeben; denn da man zuerst yoi...yon 
mittelst Sq durch yn . . . yi«, dann yn . . . yi« mittelst S^ durch 
2/21 .- • yin «• 8- w., endlich ymi . . . ymn mittelst Sm durch yai - - - Van 
ausdrückt, so hat man yoi • • • Von mittelst 

Ort 0| • « • 0//J 

durch ^ai • • • Van ausgedruckt; d. h. die Coefficienten der Relationen 
(6) werden gegeben durch die Identität der Systeme 

(11) {Aik) ^ SqSi ... Sm' 

Wir haben daher das Resultat: 

Setzt man das für die Umgehung von x = definierte Fundamental- 
system t/01 j J/02 ? • • • ? yon über die Zwischenwerte x^, X2 . - * Xm his in's 
Innere der Umgehung eines andern regulären Punktes x = a fort, so 
wird das Coefficientensystem (Aik) in den Relationen 



(12) yoi=^Äii:yak (' = 1,2, 



k=l 



durch Composition der Systeme Sq, S^, . . ., ^m erzeugt, wenn Si (»=0,1,.. .,m) 
das Coefficientensystem hedeutet, mittelst dessen das in der Umgehung von 
Xi gültige Fundamentalsystem durch das in der Umgehung von Xi^i 
gültige au$gedrücM mrd. 

Aus vorstehendem Satz ziehen wir noch eine nahe liegende und 
wichtige Folgerung. 

Die Ausdrücke auf der rechten Seite der Gleichungen (12) geben 
das Resultat der Fortsetzung der n Elemente des Fundamentalsystems 
J/oi...J/on nach der Umgebung von«. Diese n Integrale bilden 
wieder ein Fundamentalsystem. Bildet man nämlich die Determinante 
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dieser n Integrale, so wird diese ^) gleich dem Produkt der Deter- 
minante der Coefficienten Au, in die Determinante der n linear unab- 
hängigen Functionen t/ai-.-2/«»? welche letztere e|z ist. Da aber 

Aiic \^EE\Sq\'\S-^\' • ' •\Sni\ ^) 

und \Sq\^ \S^\y , . ,,\Sm\ wieder die Determinanten von Fundamental- 
systemen für reguläre Werte sind, so sind auch sie, und folglich ihr 
Produkt |^,-;fc|=j=0. Dies Ergebnis sprechen wir folgendermassen aus: 
Wenn die n Elemente eines Fundamentdlsystems von Integralen 
gleichzeitig auf heliehigem Wege fortgesetzt werden, so bilden die resul- 
tierenden n Functionen stets wieder ein Fundamentalsystem von Integralen. 

44. Fundamentalsubstitutionen und Gruppe der Differential- 
gleichung. Nach dem Inhalt von Artikel 41 und 42 ist für das 
Studium der Integrale von besonderer Wichtigkeit das Verhalten eines 
Fundamentalsystems bei Ausführung eines geschlossenen, d. h. zum 
Ausgangspunkt zurückkehrenden Weges von x oder — wie wir kurz 
s^gen wollen — eines Umlaufs, weil die dabei erzielten Aenderungen 
die Verzweigung der Integrale liefern. 

Macht nun, wenn wir mit x = wieder einen regulären Punkt und 
mit y^, J/2, . . •, 2/» ^^^ zu diesem Punkt gehöriges Fundamentalsystem 
bezeichnen, x einen beliebigen Umlauf von x = aus, so erhält man 
nach der Rückkehr zum Ausgangspunkt n Integrale y^, y^y-^jVn, 
welche nach dem vorigen Artikel wieder ein Fundamentalsystem bilden 
und mit dem ursprünglichen durch ein System von Gleichungen 



(13) 



2^1 == «iif/i H 1- ainyn 



yn == tt/iiyi H + CLnnyn 



verknüpft sind. An Stelle der Integrale y^- - - yn treten also infolge 
des Umlaufs diese linearen homogenen Functionen derselben; man 
sagt: das Fundamentalsystem yi . . . yn erleidet hei dem Umlauf die 
lineare Substitution 

(14) S = (aa) . 

Ist nun der Umlauf derart, dass im Innern der von x beschriebenen 
geschlossenen Curve kein singulärer Punkt liegt, so ist nach Artikel 41 
jedes Integral zu seinem Ausgangswert zurückgekehrt, und die Sub- 
stitution S ist in diesem Fall die sogenannte identische Substitution 



1) Yergl. Baltzer, Th. u. Anw. d. Det, 6. Aufl. §6. (1. u. 9.) 
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/l . . 0'^ 
1 . . 
1 . . 



^0 . . l' 



die gar keine Aenderung hervorbringt. In andern Fällen wird man 
dagegen eine von der identischen verschiedene Substitution erhalten. 

Abermals mit Hülfe des Umstandes, dass nach Artikel 41 zwei 
verschiedene Wege zwischen denselben Punkten dann zu demselben 
Endwert des Integrals führen, wenn zwischen ihnen kein singulärer 
Punkt liegt; kann jeder beliebige Umlauf durch eine Anzahl von be- 
sonders gestalteten Wegen, die wir FundamenkUschleifen nennen wollen, 
ersetzt werden. Unter einer zu einem bestimmten singulären Punkt 
X = a gehörigen Fundamentalschleife wollen wir nämlich einen Weg 
verstehen, der von der beliebigen regulären Stelle x = 0, ohne sich 
selbst zu schneiden oder durch einen singulären Wert hindurchzugehen, 
bis in die Umgebung von a hinein, dann im Kreis um a herum und 
auf demselben Weg wie vorher nach zurückführt. 

Da nun diese Fundamentalschleifen selbst wieder Umläufe sind, 
entsprechen ihnen bestimmte Substitutionen, welche ein durch seine 
Anfaogswerte für a; = irgendwie bestimmtes Fundamentalsystem 
Vi Vi - ' ' Vn von Integralen beim Durchlaufen der Fundamentalschleifen 
erleidet. Die Substitution, welche jenes Fundamentalsystem bei dem 
Durchlaufen einer bestimmten Fundamentalschleife in einer bestimmten 
der beiden möglichen Richtungen erleidet, nennt man die zu der be- 
treffenden singulären Stelle gehörige Fundamentalsubstitution des Funda- 
mentalsystems y^ y^' ' 'Vn- Nach dem Vorstehenden lässt sich also 
jede Substitution y die yi y^ ' • - Vn bei irgend einem Umlauf von x = 
aus erleidet, aus den Fundamentalsiibstitutionen zusammensetzen , wenn 
dieselben in geeigneter Reihenfolge und jede die geeignete Anzahl 
Male nach einander angewandt werden. 

Kennen wir aber die sämtlichen Substitutionen S, die das Fun- 
damentalsystem j/i y% * * >yn bei allen möglichen Umläufen von a; = 
aus erleidet, so gilt das Gleiche für ein in der Umgebung der ganz 
beliebigen regulären Stelle x = Xq irgendwie bestimmtes Fundamental- 
system u^u^. . .Un und für alle möglichen Umläufe von x = Xq aus. 
Jeder Umlauf von Xq aus kann nämlich ersetzt werden durch einen 
beliebigen, aber ein für alle Mal festen Weg von Xq nach 0, durch 
einen Umlauf von aus und durch denselben Weg wie vorher von 
nach Xq zurück. Ist nun etwa T die Substitution, mittelst deren sich 
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die u^. . . Un durch y^. * »yn ausdrücken; wenn man auf dem gedachten 
Weg von Xq nach geht, jT"*^ die inverse Substitution, so sind 
also in 

sämtliche Substitutionen enthalten, die das Fundamentalsystem u^u^.^Ain 
bei allen Umläufen von x = Xq aus erleidet, wenn man für S sämtliche 
Substitutionen einsetzt, die das Fundamentalsystem yi . . .y„ bei allen 
Umläufen von ir = aus erleidet. Wir dürfen uns daher auf die 
Betrachtung der Substitutionen S beschränken. 

Die Gesamtheit dieser Substitutionen 8 geniesst nun eine bemer- 
kenswerte Eigentümlichkeit, die man als Gruppeneigmschaß bezeich- 
net. Man stellt nämlich ganz allgemein die folgende Definition auf^): 

„Ein System @ von Elementen irgend welcher Art A^, A^^ -^.g,... 
heisst eine Grwppey wenn es den folgenden Bedingungen genügt: 

1) Durch irgend eine Vorschrift, welche als Composition oder 
Multiplication bezeichnet wird, leitet man in eindeutiger Weise aus 
zwei Elementen ein neues Element desselben Systems her, in Zeichen: 

AiAk == Ak 

2) Es ist stets 

{AiAT,)Ah = Ai{AkAh) = AiAkAf, 

3) Aus AAi^AAk und aus AiA^A^A folgt Ai"^ Ak^. 

Aus der Art, wie man zwei nach einander anzuwendende Sub- 
stitutionen componirt, folgt, dass die Gesamtheit der Substitutionen 
S den drei Bedingungen der vorstehenden Definition genügt. Wir 
nennen deshalb die Gesamtheit der Substitutionen S die Gruppe der 
Differentialgleichung. 

Obwohl man nun jede Substitution beliebig oft wiederholen kann, 
ist es doch möglich, dass man im Ganzen nur eine endliche Anzahl 
verschiedener Substitutionen erhält. Hätte man z. B. nur einen ein- 
zigen singulären Punkt, also nur eine einzige Fundamentalsubstitution 
Sf so kann man zwar durch deren beständjige Wiederholung formal 
unendlich viele Substitutionen 

Sj SSp SS Sj . . . 

oder, wie man dafür symbolisch auch schreibt, 

O, S f o , . . . 

bilden. Wenn aber überdies noch eine gewisse Anzahl Wiederholungen 
von S, z. B. S^, die identische Substitution^ ergäbe, so hätte man 



1) Yergl. Weber, Elliptische Functionen und algebraische Zahlen, Brann- 
schweig 1891, S. 173. 

Heffter, Differentialgleichungen. 6 
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doch nur eine endliche Anzahl, nämlich m — 1 verschiedene Substi- 
tutionen. In diesem Fall sprechen wir von einer endlichen, im ent- 
gegengesetzten von einer unendlichen Gruppe der Differentialgleichung. 
Den Inhalt dieses Artikels fassen v^ir dahin zusammen: 
Jedem singulären Punkt entspricht eine Fundamentalsubstitution, 
Die Gesamtheit der Fundamentalsubstitutionen und der aus ihnen durch 
Zusammensetzung abzuleitenden Substitutionen hiidet die Gruppe der Diffe- 
rentialgleichung, Diese Jcann endlich oder unendlich sein. 

45. Beispiele. Zwei Beispiele mögen den Begriff der endlichen 
und unendlichen Gruppe noch veranschaulichen, während wir später 
eine ganze Klasse von Differentialgleichungen hervorheben werden, 
bei denen die Gruppe endlich ist. (Art. 110.) 

1. Beispiel: Die Functionen von x 

-Yx'- 



Vi 



X — a, 



J/2 



a 



wo a ein beliebiger, von Null verschiedener constanter Wert ist, sind 
linear unabhängig und können daher als Fundamentalsystem einer 
linearen homogenen Differentialgleichung zweiter Ordnung gewählt 
werden, welche dann lautet 

y y y' 



(15) 



X 



V. 



X 



a 



a 



1, 
1 



2)/a; 



a 




1 

4]/(ä— a)= 







oder 

(15») (x - a)S'- 1 (a^ - «) y'+ 1 y = . 

Bei der regulären Stelle x = haben wir das Fundamentalsystem 

2/i = ^ — «, y^^yx — a^ 

wo die Quadratwurzel mit einem beliebigen aber bestimmten der beiden 
Vorzeichen genommen ist (und natürlich auch, wie es die allgemeine 
Theorie voraussetzt, in der Umgebung von o; = in eine gewöhnliche 
Potenzreihe von x entwickelt werden kann), x — a ist nun in der 
ganzen Ebene eindeutig, ]/a? — a multipliciert sich mit — 1 beim 
Durchlaufen der zu a; = a gehörigen Fundamentalschleife und ist ein- . 
deutig in jedem einfach zusammenhängenden Gebiet, das x = a nicht 
enthält. Folglich führt ein ganz beliebiger Umlauf von x == aus 
die Integrale j/^, 2/2 entweder in sich selbst über, oder in 



(IG) 



2/1 



I2/2 ^ — 2/2 
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Abgesehen von der identischen Substitution, erhalten wir also nur die 
eine einzige 

Die Gruppe der Differentialgleichung (15) ist daher eine endliche, 
2. Beispiel: Die Functionen 

y^EE:X — a, y^ = (x — a) log {x — a) , 

wo a ein beliebiger constanter, von Null verschiedener Wert ist und 
von der unendlich vieldeutigen Function log {x — a) etwa durch be- 
stimmte Wahl ihres Wertes für ä; = ein bestimmter Zweig fixiert 
sei, sind wieder linear unabhängig, wie man direkt leicht zeigen oder 
aus einem der Sätze im Anhang, Zu Kap. IV, (Satz 5), ablesen kann. 
y^ ist in der ganzen Ebene eindeutig, y^ in jedem einfach zusammen- 
hängenden Gebiet, welches den Punkt a? = a nicht enthält. Beim ein- 
maligen Umlauf um x ^= a in dem als positiv festgesetzten Sinn 
vermehrt sich log {x — a) um 2^ und vermindert sich bei dem 
entgegengesetzten Umlauf um dieselbe Grösse. Bei einem beliebigen 
Umlauf von x=0 aus geht also log {x — d) über in 

\og{x — a) + 2mni, 

wo m jeden positiven und negativen ganzzahligen Wert oder den Wert 
Null annehmen kann. Bei einem solchen beliebigen Umlauf gehen 
also y^,y^ in 

< 
y^ = 2mniy^ + y^ 



(18) 



Über, d. h. sie erleiden bei allen möglichen Umläufen die Substitionen 

(19) Ä={o . i) (»« = 0, ±i,±2,...) • 

\2mm 1/ 

y^y y^ sind nun ein Fundamentalsystem von Integralen für die DiflFe- 
rentialgleichung 



y 

X — a 



y 

1 



y 





// 



X 



a 



= 



(x — a) log (x — a), 1 + log {x — a) , 

oder 

(26) y"(x-af-y'{x-a) + y = Q, 

deren Gruppe von den sämtlichen Substitutionen S (19) gebildet 
wird, also unendlich ist 
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Kapitel VII. 

ABalytische Gestalt der Integrale bei einer singnlären Stelle der 

Bestimmtheit ^). 

46. Anwendung der Fnohs'schen Methode. Nach der im 
Artikel 32 gegebenen Uebersicht haben wir jetzt die Aufgabe, die 
Integrale in der Umgebung einer beliebigen Stelle der Bestimmtheit zu 
untersuchen. Zunächst nämlich besitzen wir bei einer solchen ein 
Fundamentalsystem nur dann, wenn sie eine reguläre Stelle ist, oder 
allgemeiner, wenn die determinierende Gleichung n von einander ver- 
schiedene Wurzeln besitzt, deren jeder eine Reihe entspricht. Dass n 
solche reihenformige Integrale linear unabhängig siud, folgt aus den 
im Anhang zusammengestellten Sätzen über linear unabhängige Func- 
tionen (s. Anhang, Zu Kap. IV, Satz 2 und 3). 

Von diesen speziellen Fällen abgesehen, besitzen wir also in der 
Umgebung einer Stelle der Bestimmtheit erst weniger als n Integrale, 
und es fragt sich daher: wie gelangen wir in diesem Fall zu einem 
Fundamentalsystem und welches ist die allgemeine analytische Gestalt 
seiner Elemente? 

Wenn a? = eine Stelle der Bestimmtheit ist, so kann unsere 
Differentialgleichung in die Gestalt 

(1) F(x,y) = o^y(-^ + x--'% (x)y(—'^ + • • + ^n{x)y = 

gesetzt werden, wo 5ßi, ^2> • • •> ^n gewöhnliche Potenzreihen sind, 
die sämtlich in der Umgebung U von x = convergieren. Die zu- 
gehörige determinierende Function lautet, wenn wir die Unbekannte 
jetzt r nennen, nach Art. (7) Formel (9) 

(2) F(r) = r(r — 1) . . (r - w + 1) 

+ 5ß,(0)r(r _ 1) . . (r - n + 2) + . . + 5ß„(0). 

Die w Wurzeln der determinierenden Gleichung 

1) Der Hauptinhalt dieses Kapitels stammt von Fuchs, Grelles Joum. 
Bd. 66 (1866) Nr. 5 u. 6. 
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seien in die einzelnen Gruppen gesondert und etwa 

die sämtlichen Wurzeln einer Gruppe, die wir auch kurz durch g be- 
zeichnen wollen. Diese Zahlen unterscheiden sich also nur um ganze 
Zahlen oder Null von einander und sollen in dieser Reihenfolge so 
geordnet sein, dass die reellen Teile beim Fortschreiten von r^ zu rx 
niemals wachsen^). 

Nach Artikel 11 giebt es dann ein Integral 

(3) yi = a;'-^.g?i(a:), 

welches zu der Wurzel r^ mit dem grossten reellen Teil gehört, und 
worin g>i(a?) eine in der ganzen Umgebung TJ convergente gewöhnliche 
Potenzreihe mit von Null verschiedenem constanten Glied ist. Ob 
etwa noch zu andern Wurzeln der Gruppe g Integrale in Reihenform 
gehören, lassen wir vorläufig ganz dahingestellt. Haben wir aber ein 
Integral und wollen weitere von jenem und untereinander linear un- 
abhängige Integrale finden, so bietet sich als Mittel hierzu die im 
Artikel 30 besprochene Fuchs'sche Methode dar. 
Wir setzen daher in (1) 

(4) y = y^j^äx 
und erhalten dadurch (s. Art. 29) 

(5) P{x,yj0dx)=Q(x,0), 
wenn , 

(6) ö(a;, ißf) = a;~^<«-i)yi 

+ ^»-^^«~ «> [(2) ^' yr+ C r ') ^Vi ^1 + J/i ^ J 

+ 

+ X0 [waj«-^ yi^"-^^ + (w — l)a;«-2yi<'»-2) 9^^^ 1_ y^^ßn-i] . 

Für die Differentialgleichung (n — 1)*®' Ordnung in 

(1') Qi^y^) = 

ist aber a? ■= wieder Stelle der Bestimmtheit und ihre Umgebung 
wiederum J7. Dividiert man nämlich die ganze Gleichung durch xy^ 



1) In Kap. IT wurden Wurzeln der determinierenden Gleichung, die einer 
Gruppe angehören, mit a, p, . . ., ;*, v bezeichnet. Der Wechsel in der Bezeich- 
nung geschieht nicht willkürlich: jene Zeichen waren dort bequemer, die neuen 
sind hier übersichtlicher. 
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— und zwar durch x ansserhalb, durch y^ innerhalb der eckigen Klam- 
mem — j so ist unsere Behauptung erwiesen, sobald gezeigt wird, dass 
in den eckigen Klammem alsdann nur gewohnliche, in JJ convergente 
Potenzreihen Ton x stehen. Das ist aber der Fall, da der Klammer- 
inhalt ein Aggregat von den innerhalb IT convergenten Potenzreihen ^^, 
^i9'"f }^^ dieser mit einer der Grossen 

^ » = 1,2,...,% — !) 

Vi 

multipliciert, wird. Hier hebt sich in Zahler und Nenner der Factor 
af» fort; es bleibt der Quotient zweier gewohnlichen Potenzreihen, 
dessen Nenner fär x^=0 nicht verschwindet, und der mithin in dem 
Ejreis, in welchem beide (Zahler und Nenner) couTergieren, d. h. in 
U, wieder in eine gewohnliche Potenzreihe entwickelbar ist. 

Wir haben es also nun mit der Differentialgleichung (n — 1)***' 
Ordnung (1') zu thun, für welche o? = wieder Stelle der Bestimmt- 
heit mit derselben Umgebung U ist. 

47, Aufstellung von Integraigmppen. Um nun ein Integral 
Yon (1^ zu finden, welches uns dann vermittelst (4) ein solches 
von (1) liefert, müssen wir die zu a; = gehörige determinierende 
Function von (l') bilden. 

Da für X = die Grossen 

^ ^ — ^^^ '^ (r = l,2,..., 11 — 1) 

yi ' ^''*9iW 

die Werte 

annehmen, wird die gesuchte determinierende Function, die wir mit 
J'j(r) bezeichnen, 

(2') T^(r) = r(r — 1) . . . (r — n -}- 2) 

+ r[r _ 1) . . . (r - w + 3)[nr, + ^\(0)] 

+ 

+ [w^iC^i — 1) . . . (ri — n -}- 2) 

+ (n - 1) r, . . .(r, ~ n + 3)5ß,(0) + • • • + 5ß«-i(0)] . 

Multipliciert man diesen Ausdruck mit r -}- 1 und fasst immer zu- 
sammen, was mit derselben Grosse $r(0) (^ = 1, 2,. .., « — i) ^ bezw. 
mit keiner derselben multipliciert ist, so folgt nach der Formel (wo a 
und & beliebig, & eine positive ganze Zahl bedeutet) 
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a(a — 1) . . . (a — Je -\- 1) 
+ ({)a(o — !)...(« — Ä + 2)6 

+ g)a(a — 1) . . . (a — * + 3)6(6 - 1) 

+ 

+ 6(6 — 1) ... (6 — Ä; + 1) 

= (a + 6)(a + 6 — 1) . . . (a + 6 — Ä + 1) ^) 

{r+l)F,(r) = [(r+r,-\-l)(r+r,)..(r+r,-.n+2)-r,(r,-l)..(r,-n+\)] 
+ fim(r+r,+l)...{r-\-r,-n+d)-r,(r — l)...(r,-n+2)] 

+ 

+ «ß„_i(0)[r + r,H-l -rj. 

Da nun r^ eine Wurzel von F(r) = 0, mithin das Aggregat der 
negativen Glieder in dem vorangehenden Ausdruck ^ + ^n(0) ist, so 
hat man 

F,(r) (r + 1) = F{r -|. r, + 1) =(r+ 1) (r + r, + 1-r,) . . . (r+ r^+ 1 - r„) 

oder 

F,(r) = (r+ r^ + 1 - r^) . . . (r + r, + 1 - r„). 

Folglich sind die Wurzeln der zu (1 ') gehörigen determinierenden Glei- 
chung des Punktes x =0 

Von diesen bilden 

^2 — ^1— 1; ^8— n-- 1,...,^A — ^1— 1 
wieder eine bereits nach demselben Prinzip wie g geordnete Gruppe 
g', da es lauter negative ganze Zahlen oder Null sind, welche bei der 
angeschriebenen Reihenfolge nicht wachsen; keine andere Wurzel der 
Gleichung Fi(r) = gehört zu derselben Gruppe g\ Polglich giebt es 
ein Integral der Diflferentialgleichung (1') von der Form 

(3') g^ = x'--'^-K(p,(x), 

wo 92 ®^^® innerhalb U convergente gewöhnliche Potenzreihe von x 
mit von Null verschiedenem constanten Glied ist. Demnach haben 
wir als zweites Integral von (1) 

(7) yg = ^'■^ 9i /^'■'~ '''" ^9%äx. 

So fortfahrend erhalten wir eine Differentialgleichung {n -— 2)*®' 
Ordnung (l")? <ieren abhängige Variable u heisse, deren determinie- 
rende Gleichung die Wurzelgruppe g'' 

1) Ein Beweis dieser Formel ergiebt sich z. B. durch Ä- fache Differentiation 
der Identität x-^ . ä* = a;''+^ 



88 



Kapitel VII. 



[47. 



^s — ^2— 1; r^— ra— 1,.. .,n — r^— 1 
besitzt, und die folglich ein Integral 

(3") u^ = x'^-'^-'.(p,{x) 

hat, u. s. w. Endlich gelangt man zu einer Gleichung (w — l -{- 1)*®' 
Ordnung, deren abhängige Variable w heisse, deren determinierende 
Gleichung die nur noch aus einem Element bestehende Wurzelgruppe ^^^"^^ 

rx — n-i — 1 

besitzt, und die also ein Integral 



wx 



X 



a— a-i— 1 



9^^) 



hat, wo q)x eine in U convergente gewöhnliche Potenzreihe mit von 
Null verschiedenem constanten Glied ist. 

Für unsere vorgelegte Diflferentialgleichung (1) erhalten wir mit- 
hin entsprechend der Wurzelgruppe g der determinierenden Gleichung 
eine Gruppe F von Integralen 

(8) ] 2/8 = J/i /^2 dxfu^ dx 

yx^Vi J^^dxjv^ dxf . . . fwxdx , 
wobei alle Integrationsconstanten willkürlich bleiben. 



(9) 



(y, = x'-^(p,(x) 

= x^*~'^^~'^q)Q(x) 



Ur 



Wx 



= ^n—n-i—^ 



q>x{x), 



und 9i, 9?2, . . ., 9>i lauter in der Umgebung U gültige gewohnliche 
Potenzreihen von x mit von Null verschiedenem constanten Anfangs- 
glied sind. 

Verfährt man so bei allen Wurzeln der determinierenden Glei- 
chung, so erhält man n Integrale, welche in Gruppen F, Fj, F2, . . . 
der Gestalt (8) eingeteilt sind. Dass die Integrale einer Gruppe unter 
einander linear unabhängig sind, folgt aus der Art ihrer Erzeugung 
(s. Art. 30); dass aber auch zwischen den Integralen verschiedener 
Gruppen eine lineare Abhängigkeit unmöglich ist, die n Integrale also 
ein Fundamentalsystem bilden, werden wir im nächsten Artikel zu- 
gleich mit der analytischen Gestalt der Integrale (8) nach Ausfüh- 
rung der Integrationen erkennen. 
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48. Analytische Gestalt der Gruppen-Integrale. Die allgemeine 
analytische Gestalt der Integrale einer Gruppe wie F nach Ausfüh- 
rung der in (8) angedeuteten Integrationen ist leicht zu ermitteln. 
Da 0^, u^, . , »,wx sämtlich eindeutige Functionen von x mit negativen 
ganzzahligen Anfangsexponenten sind^ so ergiebt die bei jedem Integral 
zuerst auszuführende Integration wieder eine eindeutige Function und 
im Allgemeinen, wenn nämlich die Potenz ar"^ in dem Integranden 
nicht fehlt — ein Glied mit loga;. Die nächste Integration liefert^), 
nachdem wieder mit einer eindeutigen Function multipliciert ist, eine 
eindeutige Function + einer solchen, multipliciert mit loga?, + einem 
Gliede mit log^rr. Bei den Gliedern, die mit Potenzen von logrr mul- 
tipliciert sind, muss man immer hinzufügen „im Allgemeinen"; u. s. w. 
Zuletzt wird der ganze Ausdruck mit y^ ^e^x^^ (p^ (x) multipliciert. Jedes 
der Integrale ^i J/2 • • • 2/^ ^^t daher eine ganze Function von log x, 
deren Grad (in loga;) höchstens gleich der Anzahl der ausgeführten 
Integrationen, also bei j/a (a = i, 2,..,;) höchstens a — 1 ist, und 
deren Coefficienten, abgesehen von dem Factor af*, eindeutige Func- 
tionen von X sind, mit einer endlichen Anzahl negativer Potenzen oder 
Reihen, die sich bei x = bestimmt verhalten. Der Convergenzbezirk 
ist für alle diese Reihen wiederum CT, weil die Reihen yi, ^2, W8,...,ec?;i 
in dieser Umgebung von x = convergieren nnd durch die Integra- 
tion der Convergenzbereich nicht geändert wird. 

Die analytische Gestalt der in der Gruppe F zusammengestellten 
Integrale nach Ausführung der Integrationen ist also diese 

(Vi = ^11 
2/2 = ^21 + ^^^22 log X 

Vb = *31 + *32 log ^ + ^83 log^^ 



(8^) 



^yx = tl^xi + tx2 logÄ! -f txs log^rc H \- tpxx log^-^ic, 



wo sämtliche ^«^ bei x = sich bestimmt verhaltende, innerhalb U 
convergente und abgesehen von dem Factor of^ eindeutige Reihen 
sind, von denen die mit Potenzen von logrr multiplicierten auch sämt- 
lich oder teilweise identisch gleich Null sein können. 

Zu dem entsprechenden Resultat gelangt man bei den anderen 
Integralgruppen JT^, Fg?'* • Da aber jede derselben einer andern 
Wurzelgruppe der determinierenden Gleichung zugeordnet ist, so ent- 
halten die Reihen ^ in jeder der Gruppen F, Fj; A> • • • andere 



1) Die nähere Ausführung findet sich im nächsten Artikel und dem zuge- 
hörigen Abschnitt des Anhangs. 



90 Kapitel VII. [48. 

Potenzen von x als in den übrigen. Hieraus folgt ^), dass auch eine 
lineare Relation zwischen den Integralen verschiedener Gruppen unmög- 
lich ist, dass also die n in die Gruppen F, F^, 1^2) •• • eingeteilten 
Integrale ein Fundamentalsystem bilden. 

Wir dehnen nunmehr den Begriff „eme Function verhält sich hei 
einer gewissen Stelle z. B. a? = lestimmP^ der bisher nur für Func- 
tionen in Reihengestalt definirt war, auf Functionen der Form 

W^% + ^1 \ogx -f- . . . + ^fflog^'a; (<y = o, 1,2,...) 

aus, wo ^0 ^1 • • • '^o sich bei a? = bestimmt verhaltende Reihen 
sind, die nach Potenzen von x fortschreiten und sämtlich durch Ab- 
sonderung ein und derselben Potenz von x eindeutig werden*). Ge- 
hören dann die Reihen jI^q.iI;^ . . .tpa bezw. zu den Exponenten 

von denen derjenige mit dem kleinsten reellen Teil mit q bezeichnet 
werde, so wollen wir auch von der Function W sagen: sie gehöre zu 
dem Exponenten oder m der Zahl q. Unter Umständen kommt es uns 
noch darauf an, hervorzuheben, welche der Functionen ^q, ^i . . . zu 
Q gehört oder — wenn mehrere von ihnen zu derselben Zahl q ge- 
hören — , welches die letzte von diesen in der Reihenfolge ^o ^i • • • ^®*' 
Ist dies etwa ^y—i, während ^y, ^y+i . . ., ^a zu Exponenten mit 
grösserem reellen Teil gehören, so sagen wir: ^ gehört m dem an 
/*'* Stelle stehenden Exponenten q. Hiernach ist xr~Q . W eine ganze 
Function von logrr, deren Coefficienten gewöhnliche Potenzreihen von 
X sind, von denen mindestens eine mit einer von Null verschiedenen 
Constanten beginnt. Die Function o[r~^ . W wird demnach für a? = 
nicht Null und — wenn sie unendlich wird — nur unendlich wie ein 

Ausdruck 

ao + a^logx-^ [-a^log^a;, 

wo «Q a^ . . . üa Constanten sind. Die übrigen Glieder verschwinden 
nämlich bei a; = 0, weil bei positivem a 

lim x^ log/*a? = 

(a;=0) 

ist Hierdurch rechtfertigt sich die Ausdehnung des Begriffs „eine 
Function verhält sich bestimmt" auf Functionen der Gestalt W- 

Mit Hülfe dieser Terminologie lässt sich nun der Inhalt der drei 



1) S. Anhang, Zu Kap. IV, Satz 6. 

2) Thome nennt Integrale, die sich in diesem Sinne bestimmt verhalten, 
reguläre Integrale. (Grelles Journ. Bd. 75. (1873.) S. 266.) 
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letzten Artikel und damit das Hauptergebnis des gegenwärtigen 
Kapitels folgendermassen aussprechen: 

Bei einer Stelle der Bestimmtheit äj = existiert ein Fundamental- 
System von Integralen, dessen sämtliche Elemente sich lei x ^^ bestimmt 
verhalten. Jeder Wurzelgruppe g (r^ r^ . . . n) der zugehörigen deter- 
minierenden Gleichung entspricht nämlich eine Gruppe F von ebensoviel 
(A) Integralen 

ya = ^al+ ^aslog^r + ... + ^a« log «-^iC (a = 1, 2, . ., ;i) , 

WO die tl^aß bei x = sich bestimmt verhaltende ^ in der gangen Um- 
gebung U des Punlctes x = convergente Beihen sind und zu Exponen- 
ten gehören, die sich von r^ höchstens um ganze Zahlen unterscheiden. 

Da aber sämtliche Integrale der Differentialgleichung sich durch 
die Elemente dieses Fundamentalsystems ausdrücken lassen^ verhalten 
sich — in diesem noch etwas erweiterten Sinn — bei einer Stelle der 
Bestimmtheit die sämtlichen Integrale der Differentialgleichung bestimmt. 
Hierdurch rechtfertigt sich jetzt jene Benennung einer Stelle, deren 
zugehörige determinierende Gleichung die Ordnung der Differential- 
gleichung als Grad hat. 

49. Zugeliörigkeit der Integrale zu den Wurzeln der deter- 
minierenden Gleiolmng. um zu erkennen, zu welchen Exponenten 
die sich bestimmt verhaltenden Integrale (8*) gehören, müssen wir 
noch etwas näher auf die Ausführung der einzelnen Integrationen ein- 
gehen, welche 

ya^VlJz^dX Ju^dxJ . ..J Sa-^ldxJvadX (a = 2,8, , .,1) 

in die Gestalt 

ya = ^al + ^«2 logi» 4 h ^aa log«-^:» 

überführen. Hierzu bedürfen wir des Satzes^): 

Wenn die bei x = sich bestimmt verhaltende Function 

W^^Q + ^iloga; -| 1- i^alog^'x (^ = o, 1,2,..,) 

zu dem an y'*'* Stelle stehenden Exponenten q gehört, so verhält sich die 
Function 

fWdx 

bei X = ebenfalls bestimmt und gehört zu dem Exponenten q -j- 1. 
Wenn ^ = — l ist, steht in Jwdx dieser Exponent (p + 1 = 0) an 
{y + l)'***, andernfalls an y^'' Stelle. 



1) S. Anhang. 
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W.**em Satz Pl^^m wir den zweiten, wekter erident ist, Unza: 

W V 4- tr. Ic sr x-^ • - - -i- r^ log 'x 

e<»e hei z ^^0 ^J* fx stimmt terJioliefkde, zu dem an y^ Sidle ^K)ttMden 
Exj/(meräen q geJtöri^ Function^ v eine zu p gfJiorige BeJte^ Kelche sich 
hei AT = hetkimmt verhält ^ ä> igi 

ein^ wie V gehütete Function^ die zu dem an y*^ SUUe stehenden Ex- 
p(numten p + p gehört. 

Nan gebort in dem Integral ya nach (9) 

Ta ZVL ra »^«—1 1 , 

alKO 

Jr,^dx zu r« — r^^i — 1 + 1 

und zwar an eruier oder zweiter Stelle, je nach dem r« =4= r^—i oder 
r« =*rö_i. Mit derselben Ma^sgabe gehört 

Hu^ijvadx zu r« — r^^i — 1 + 1 +ra_i — r«_2 — l^r«— rß_2— 1 

an erster oder zweiter Stelle, 

^Ha-idxjvadx zu ra — r^-i — l+l + r«— 1 — r«— 2 — l+l^r«— r^^j 

an erster Stelle, wenn r« =f= ra_i, an zweiter Stelle, wenn r« = r«— i 
+ ^Ä— 2/ an dritter Stelle, wenn r« = ra-_i = ra— 2 o. s. w. 
Folglieh gehört endlich 

ya = Ifif^iäxf. . .J Sa-idxjvadx 
za 

r« — r^^i — 1 + 1 + y^_i — ra-2 — 1 + lH |-ri = ra 

und zwar an y*^ Stelle, wenn 

Wir haben daher das Resultat: 

Die Integrale (8*) der Grtippe F gelieren der Beihe nach bezw. zu 
den Wwzel/n r^r^ . . .rx der Wurzelgruppe g der determinierenden Glei- 
chu/ng^ wnd zwar gehört ya zu der an y^ Stelle stehenden Wurzel ray 
wenn ra ■« r«— 1 «= . . . a« ra_y+i 4= ''''a—y ist. Die n Elemente des in 
die Gruppen Ff F^, Fg, .. . eingeteilten Fundamentalsystems y,, y^-^yn 
gehören hezw, zu den Wurzeln r^^ r^ . . .rn der determinierenden Gleichung, 

Um dies in den Formeln sichtbar zu machen, können wir auch 

^a/9 -"-~ i»'"" (Paß (^ = i; 2; : : ;; t) 

' setzen, wo die (paß gewöhnliche Potenzreihen von x sind und (pay in 
der Reihenfolge tpai 9>a2 ■ . (paa die letzte ist, welche mit einer von 
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Null verschiedenen Constanten beginnt Dann erhält die Integral- 
gruppe r die Gestalt 

Vz = ^''* [981 + 9>32 log ^ + 9>33 log^^] 



(8^) 



yx = (xf^ \tpxi + fpx% loga; + q)xz \og^x -\ }r ^n log^-^a;] . 



50. Folgerungen. Wir knüpfen noch eine Beihe von Bemer- 
kungen und Folgerungen an das im Vorangehenden aufgestellte Fun- 
damentalsystem von Integralen bei einer singulären Stelle der Be- 
stimmtheit. 

Da in dem beliebigen Integral ya der Gruppe F die sämtlichen 
tt — 1 Integrationsconstanten willkürlich gelassen wurden, so ist das- 
selbe, wie aus der ursprünglichen Gestalt (8) der Gruppe folgt, nur 
bis auf eine additive lineare homogene Verbindung der ihm in seiner 
Gruppe vorangehenden Integrale y^ y^ . . .ya—i bestimmt. Anders aus- 
gedrückt: das Integral y«; in welchem die a — 1 Integrationsconstan- 
ten noch willkürlich sind, ändert sich nicht, wenn man eine lineare 
homogene Function von y^ y^...ya—x mit willkürlichen Coefficienten 
hinzufügt. Wenn trotzdem im Folgenden vielfach von linearen homo- 
genen Verbindungen von y^yi - » »Va die Rede ist, so ist dies so zu 
verstehen, dass in jedem dieser Integrale die willkürlichen Constanten 
zuvor in irgend einer Weise fixiert gedacht werden. 

Ist nun 

^ = ^0 + ^1 log^ H V ^a l0g*^X 

irgend ein Integral der Differentialgleichung, wo die ^ nach Potenzen 
von X fortschreiten, deren Exponenten sich von den Wurzeln der 
Gruppe g (^i^a«--^^) °^^ ^°^ ganze Zahlen unterscheiden, so wollen 
wir es ein in die Gruppe F gehöriges Integral nennen. Dasselbe ist 
als lineare homogene Function der Elemente des Fundamentalsystems 
Vi Vi ' • ' Vn ausdrückbar. Aus den Sätzen über lineare Abhängigkeit 
von Functionen^) folgt aber leicht, dass es durch y^ y%- * -yi^ die In- 
tegrale der Gruppe P, allein ausdrückbar sein muss. Gehort weiter 
das Integral ^ zu dem an bestimmter, etwa y*®' Stelle stehenden Ex- 
ponenten r^, so folgt aus denselben Sätzen (Satz 3 und 5), dass es 
sogar nur durch ^i ^2 • • • y« ^^^^ ausdrücken lässt, wenn ya ebenfalls 
zu der an y*®' Stelle stehenden Wurzel r« gehört. Diese üeberlegung 
sprechen wir folgendermassen aus: 

1) S. Anhang, Zu Kap. IV, Satz 6. 
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Jedes in die Gruppe F gehörige Integral, welches m dem an y*^ 
Stelle stehenden Exponenten ra gehört, ist in dem Integral ya, welches zu 
der an y^ Stelle stehenden Wurzel r« der determinierenden Gleichung 
gehört, entJialten. Wir nennen aus diesem Grund das Integral y«, wenn 
die willkürlichen Coristanten desselben unbestimmt bleiben, das all- 
gemeinste 0u der an y^ Stelle stehenden Wurzel ra gehörige Integral der 
Gruppe r. 

Ebenso leicht beweist man, immer mit denselben Hülfsmitteln, 
den Satz: 

Jedes in die Gruppe F gehörige Integral gehört zu einem der Ex- 
ponenten r^ r-g . . . n, welcher höchstens an sovielter Stelle steht, als die 
Multiplicität der "betreffenden Wurzel beträgt 

51. Verzweigung der Integrale bei a;=0; IJnilaufsrelationen* 
Wir kommen nunmehr zu der für das Studium der Integrale in der 
Umgebung von ic = wichtigsten, nämlich zu der Frage, wie sich die- 
selben ändern, wenn x einen Umlauf um den singulären Punkt x = () 
beschreibt, aber dabei ganz innerhalb der Umgebung U desselben 
bleibt. 

Wenn hierbei von einer Änderung der Integrale 2/i J/2 • • • y» ^^® 
Rede ist, während doch die vieldeutigen Ausdrücke ((8), (8*)) der- 
selben schon sämtliche Werte enthalten, welche diese Integrale inner- 
halb TJ überhaupt besitzen, so ist dies folgendermassen zu verstehen. 
Man denkt sich für einen nicht singulären Wert x = x^ m der Um- 
gebung IJ eines der Wertsysteme, welches die Integrale j/i . . . j/» für 
X = Xq anzunehmen fähig sind, fixiert und sondert dadurch aus jeder 
der mehrdeutigen Functionen y einen bestimmten Zweig aus, der ein- 
deutig bleibt, solange x von x^ nach den Punkten von TJ Wege be- 
schreibt, welche x = nicht einschliessen. Macht nun aber x von Xq 
aus einen Umlauf um ^ = 0, etwa in Form einer Kreisperipherie um 
den Mittelpunkt o; = 0, so ändern sich in der That jene Zweige im 
Allgemeinen, und dies ist unter dem obigen kurzen Ausdruck zu ver- 
stehen. Man nennt deshalb die Art der Änderung auch die Verzwei- 
gung der Integrale um den Punkt x = 0. 

Eindeutige Integrale, welche die Gestalt einer gewöhnlichen 
Potenzreihe von x haben, ändern sich bei einem Umlauf um x ==Q gar 
nicht. Nicht eindeutige Integrale in Reihenform, wie 

multiplicieren sich nur mit einer Constanten. Denn (p^^ ist eindeutig; 
setzt man aber 
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so multipliciert sich rc***, da loga? bei dem Umlauf um x = in 
loga; + 27ti übergeht, mit e^*"»^*. Die logarithmen-behafteten Integrale 
sind aber im Allgemeinen in doppelter Weise mehrdeutig. 
Ein beliebiges Integral der Gruppe F sei nämlich wieder 

y« EE X''' [(fal + q>a2^0gX -^ }- 9?«« log^-^iC] 

worin wir uns nun die willkürlichen Gonstanten in irgend einer Weise 
fixiert denken. Bei dem gedachten Umlauf gehe diese Function in y^ 
über, welche wieder ein Integral der Differentialgleichung (1) ist, da 
man ja x nur innerhalb der Umgebung U sich bewegen Hess und das 
Integral j/« für diesen ganzen Bereich definiert ist. Nun ändern 
sich bei diesem Umlauf die eindeutigen Functionen g)«/? gar nicht; da- 
gegen geht 

.log X in log X + 2ni 

x^ in a; " . e " 

über. Setzen wir zur Abkürzung, da r^r^, . , n sich nur um ganze 
Zahlen unterscheiden, also die folgenden Exponentialgrössen alle ein- 
ander gleich sind, 



SO hat man also 



/-iA\ ZriÄ» 2ra?t» 2r«7ri \ 

(10) e^ .=.e ^ ^••• = C" ^•••^C* =GJi, 



(11) ^y^ = i^al + 27Cita2+(2jtiytaZ + (27tiytaA + '- + (2xiy-^ll;a 

+ l0gX[ta2+2(27Ci)taS+S{27CiytaA-\ \- (a-l){2my-^taa] 

+ log^^ [^„3+ (2) 27ri^«4 + • • • + ("^^) (2jtiy-^taa] 

+ log^-^ic [^«, «_i + (a — 1) 2:7ri ^«J 

Hier ist auf der rechten Seite der Gomplex der ersten Glieder in 
jeder Zeile gerade ^ya» Der übrig bleibende Teil ist ein in die 
Gruppe r gehöriges Integral, welches, wenn ya zu der an erster Stelle 
stehenden Wurzel r« gehört, also r„ 4= Ta—i ist, zu einer der Wurzeln 
r«__i, ra-2, . . ., ^1, oder, wenn r« = Ta-i ==••• = ra_y+i4= ^«-y zu 
der an (y — 1)*" Stelle stehenden Wurzel r« gehört, also in beiden 
Fällen nach dem vorangehenden Artikel durch die Integrale J^i , J/2 • • • 
ya—i allein ausdrückbar ist. Aus (11) ergiebt sich daher 

(12) ya ^-^ C3aiyi+ a)a2^2 H + GJ«,«_iJ/a-l + «l//u ; 






Hx^hjk T 



51. 



wo Ai^ m,^p OAiJtU^cxen %7lAj »^ ien in '10 angegebenen, Ton Null 
ift^r^.mfiAf^^i Wert hat, 

Ihf^ li^lztioneüf wekhe zwi^ben den Integralen f!^ 5^ jr« und 

de« drjrr;h den t'mlaof äsazn» erzielten y^ y^ y, bestehen, oder — 

wie wir Icurz «agen wollen — die Umlaußrdauonen des FundamfAdaU 
mj'4fm$ y^ y^^^^Vn in Bezug auf x*=^(} lanten also 



(VA 



) 



Vi 


»1^1 


1h 


^z^Vx^-^iVt 


11'. 


^>iyi + fonyt H 


y>.\- i 


0^2^/ + ! 


j/ii i 


W/'f 2, 1^/4-1 + fo^yxj^i 





+ (Oi^i-iyi-i + a^yi 



wr?riri ^,i | j; n f t, * . .^r^-i-;!, eine zweite Wurzelgruppe g^ der deter- 
ifiifiicrcndon Oleichung bedeutet, 



CD» 



,2r;.j.i;r/ 



,2a+2.^» 



grjHrjt/it wird; u, 8. w. — 

DaMH dio n durch den Umlauf aus yi ^2 • • • J/« erzeugten Integrale 
Ih V'i ' ' ' Vn abermals ein Fundamentalsystem bilden, ist leicht zu sehen. 
I)ir) Determinante dieser n Functionen ist nämlich nach dem Deter- 
niinanton-Multiplications-Theorem das Produkt der Determinante der 
Vt yu'-'Vn und der aus den CDaß und Oi, Og,. .. gebildeten Substi- 
lutionMdüterminante *). Die erstere ist e|e 0, weil yi 2/2 • • • J/» ^^^ ^"^* 
(lamoutalHyHtem bilden, die letztere hat den Wert 

ca/ . (öjj^^ ....=[= 0. 

I<'()l^{li('.li bildon auch yi'Ü^* • *% ein Fundamentalsystem von IntegraleD. 

AIh Ilauptorgobuis dieses Artikels sprechen wir aus: . 

Iki einem Umlauf der unabhängigen Variablen um eine singulare 
ÜMk dir Jiestimmtheit geht jedes Element des in die Gruppen F, F^, Fg, . . • 
vingvkilkn Fundamnitalsystems yi y^ . . yn ivi eine lineare homogene Func- 
tion von aicik selbst und den ihm in seiner Gruppe vorangehenden In- 
/f^rri/di über. Diese n Functionen bilden wieder ein Fundamentalsystem 
wm Inkgmlcn. 



1) VorgU Daltior, Theorie ti.Anwend. d. Det 5. Anfl. Leipzig 1881. §6. 1. 
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52. Lineare Abhängigkeit zwischen den Functionen ^a/9* In 
der aus k Elementen bestehenden Integralgruppe F treten im Ganzen 

'-^ Reihen 

als Coefficienten der verschiedenen Potenzen von log x auf. Zwischen 
diesen bestehen aber noch lineare homogene Relationen, welche w^ir 
mit Bülfe des im vorigen Artikel abgeleiteten Resultates leicht ermit- 
teln können, und vermöge deren die Zahl der linear unabhängigen 
Functionen ^aß in der aus X Elementen bestehenden Gruppe sich als 
A ergiebt. 

Setzen wir nämlich in der Identität 

für 3^1 ^2 • • • y« "^d Va ^^^ expliciten Ausdrücke aus (8*) und (11) ein, 
so ergiebt sich durch Gleichsetzung der Coefficienten gleich hoher 
Potenzen von log x auf beiden Seiten 

((O, [27tita2 + (27Cl)'ta3 H h {^^iY^^taa] 

^^~CJaltn-\- (0^24^21-] \-COa,a-ltu-l,l 



(1-1) 



^ OJflf, a—2 ^cr— 2, a— 2 ~|~ ßJtf, a-1 ^a— 1, a-2 



Q)l (a — 1) 2 ;r i ll^aa '^^ (Oa, a^l ta-1, a-1 • 

Betrachtet man in diesem Gleichungssystem, welches für alle Werte 
a = 2, 3, . . ., A gilt, die Functionen ^«2; ^«s, . . •> taa als die Unbe- 
kannten, so ist die Determinante der Coeffi-cienten auf der linken Seite 
von Null verschieden. Folglich lehrt das Gleichungssystem (14), dass 
die sämtlichen in ya auftretenden Functionen tl^aß mit Ausnahme von 
ilfai sich durch die in den vorangehenden Infegralen vorkommenden ^ 
linear und homogen ausdrücken lassen. Damit ist schon gezeigt, dass 
nur dih mit dem zweiten Index 1 behafteten X Reihen 

linear unabhängig sind. Man kann aber auch sehen, wie die einzelnen 
Reihen ^«^ von jenen abhängen. 

Beginnt man mit der Berechnung von ^«a, so stellt sich dies 
nach der letzten der Gleichungen (14) als bis auf einen constanten 
Faktor mit ^a_i,a— i übereinstimmend dar, und da von diesem wieder 
das Analoge gilt, so zeigt sich, dass i^aa his auf einen constanten 
Faktor mit jeder der Eeihen tl^a—i,a-^i, ^«-2,0—2, . • •; ^u vbereinstimmt 

Heffter, BifrercDtialgleicliUngen. 7 
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Die Bereehnniig tod ta^a—i z^igt, dass dies, abgesehen Ton dem 
soeben gefundenen ^V:», linear und homogen durch ifa—i,a—2j Va^2^a—2 
au^drückbar ist, und mit Berücksichtigung des für i^aa gefundenen 
£rgebni.98e8 und des Umstandes, dass Analoges gilt, sobald man a 
durch a — 1, a — 2,n.8. w. ersetzt, ergiebt sich: ^»«.a— i ist durch 
jedes der Vaare 

4fa — 2ja—Z, ^a— 3,«— 3 

• • 

tu 9 tu 

linear und homogen ausdrückbar. Ü. s. w. 

Allgemein ergiebt sich so schrittweise das Resultat: 

Pap ist eine lineare homogene Function von nur a — /3 + 1 anderen 

Functionen i^ , die im zweiten Index unter einander übereinstimmen^ zwar 

80, dass ifaß nur von 

ta—k, ß^k, ^öf— *— 1, ß—k, . . ., tß—k, ß^k 

abhängt, wo Je einen beliebigen der Werte 1, 2, . . ., /3 — 1 bedeutet. In 
letzter Hand ist also il^aß nur von 

abhängig. 

58. Grad der Gmppen-Integrale im LogarithmiiB. Eine Reihe 
von Bemerkungen soll sich endlich noch auf den Grad beziehen, bis 
zu welchem log x in den einzelnen Integralen einer Gruppe aufsteigt. 

Wie wir im Artikel 48 sahen, steigt in dem a^^ Integral y« einer 
Gruppe r der Logarithmu« höchstens und im Allgemeinen wirklich bis 
zur (a — 1)**"* Potenz (a = l, 2,..., A) auf. Es kann aber in speziellen 
Fällen eintreten, dass dieser Grad nicht erreicht wird, dass also eine 
oder mehrere der Functionen il^aß {ß = a, a — 1,...) identisch Null 
sind, wie man auch die Integrationsconstanten bestimmt. Aus den 
Betrachtungen in Artikel 50 folgt dann, dass der Grad der Integrale 
yi y« • • • y^ (worin alle Constanten unbestimmt bleiben) in loga; beim 
Fortschreiten von y^ zu yx jedenfalls nie abnimmt. Andererseits 
ergiebt sich aus dem Satz am Schluss des vorigen Artikels, dass der 
Grad dieser Integrale in \ogx von Integral zu Integral höchstens um 
die Einheit zunehmen kann. Wir bemerken daher zunächst: 

Der Qrad in loga;, 6/5 zu welchem die allgemeinsten zu den Wur- 
zeln r^ fg , . . r^ gehörigen Integrale yi 2/2 • • • y^ thatsächlich aufsteigen, 
nimmt in dieser Folge nie ab und von Integral zu Integral höchstens um 
die Einimt zu. 
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Sind mehrere der Wurzeln r^r^ , , .rx einander gleich^ so treten 
sicher Logarithmen auf^ weil dann in einer oder mehreren der nach 
(8) zu integrierenden Reihen das Glied mit der Potenz ar"^ sicher 
nicht fehlt. Nach dem in Artikel 48 benutzten und im Anhang be- 
wiesenen Satz enthält z. B. das Integral y«, wenn r« = /«—i = • • • 
= r«— y+i=4= ra_y, loga? sicher mindestens in der (y — 1)'®^ Potenz. 

Soll insbesondere die ganze Gruppe J/i t/2 . . . y;i logarithmenfrei 
sein, d. h. alle ^«^ ^ 0, wenn /3 > 1 , so ist also eine notwendige Be- 
dingung die, dass alle Wurzeln r^ rg . . . r^ von einander verschieden 
sind. Nach Artikel 16 sind wir aber im Besitz der notwendigen und 
hinreichenden Bedingungen dafür, dass nicht nur zu r^, sondern auch 
zu jeder der Wurzeln rg rQ,..rx ein logarithmenfreies Integral gehört. 
Haben wir aber A logarithmenfreie Integrale, die bezw. zu r^ ^2 . . . rx 
gehören , so sind diese linear unabhängig ^). Folglich kann- es dann 
überhaupt kein in die Gruppe F gehöriges, mit Logarithmen behaf- 
tetes Integral geben, weil dieses von jenen X linear unabhängig wäre 
und damit mehr als n linear unabhängige Integrale der Differential- 
gleichung existierten. Wir haben also das Ergebnis: 

Damit die ganze Integralgruppe F logarithmenfrei sei, wenn r^r^ ...rx 
sämtlich von einander verschieden sind, ist notwendig und hinreichend, dass 
die nach Kap. II zu "bildenden Determinanten 



sämtlich verschwinden^). 

Wir werden später sehen (Art. 69), dass wir im Art. 16 auch 
bereits die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür be- 
sitzep, dass der entgegengesetzte spezielle Fall eintritt, d. h. dass in 
jedem der Integrale ya (a==l,2,...,A) der Logarithmus bis zur höchst- 
möglichen, (cc — 1)'*" Potenz thatsächlich aufsteigt. 

Bisher haben wir nur den Fall in's Auge gefasst, dass in den 



1) S. Anhang, Zu Kap. IV. Satz 3. 

2) In anderen Formen sind die BedinguDgen für dieselbe Frage aufgestellt 
worden von 

Fuchs, Grelles Journ. Bd. 68. (1868) S. 375—378. 
Frobenius, ebenda, Bd. 76. (1873.) S. 224--226. 
Thom^, ebenda, Bd. 96. (1884.) S. 268 ff. 

Goursat, Annales de Tdcole normale, 2«ie Serie, t. 12. (1883). S. 261. No. I. 

17 * 
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allgemeinstm zu rg . . . n gehörigea Integralen der Logarithmus that- 
sächlich nicht bis zu der Potenz aufsteigt, die er höchstens erreichen 
kann. Es ist aber möglich, dass bei besonderer Bestimmung der in 
diesen allgemeinsten Integralen faoch enthaltenen willkürlichen Con- 
stanten der Grad derselben in log a; noch weiter zu reducieren ist. 
Verschwindet z. B. in dem zu r^ gehörigen Integral ^2 ^^r Logarith- 
mus nicht, so enthält nach der ersten Bemerkung dieses Artikels 
auch das allgemeinste zu r^ gehörige Integral y^ den Logarithmus 
mindestens in der ersten Potenz, Ergeben dann aber die Bedingungen 
des Kap. II, dass zu r^ ein logarithmenfreies Integral in Reihenform 
gehört, so muss dieses, wenn r^^r^f nach Artikel 49 in y^ enthalten 
sein. In dem allgemeinsten zu rg gehörigen Integral y^ lässt sich 
also durch geeignete Verfügung über die willkürlichen Constanten der 
Grad des Logarithmus auf Null reducieren. 

Diese Überlegung führt uns zu. dem Wunsch nach einem Fun- 
damentalsystem, das aus lauter möglichst einfach gebauten Integralen 
besteht, d. h. aus solchen, welche den Logarithmus in möglichst nie- 
drigen Potenzen enthalten. Und weil sich dieser Wunsch mit Hülfe 
der bisher benutzten Methode nicht leicht befriedigen lässt, nehmen 
wir — auch in Bücksicht auf weitere Gesichtspunkte — die Unter- 
suchung der Integrale bei einer singulären Bestimmtheitsstelle im 
folgenden Kapitel noch einmal in anderer .Weise auf. Das gegen- 
wärtige Kapitel beschliessen wir mit der Betrachtung eines Special- 
falles, der die allgemeine Untersuchung illustriert. 

64. Differentialgleichungen mit einer einzigen singulären Stelle 
(der Bestimmtheit) im Endlichen. Die schon im Artikel 10 als 
2. Beispiel benutzte DiflFerentialgleichung 

(15) a^V"*^ + aiiJC'*"^»^'*""^^ + a^x""-^ y^""-^^ -\ [- any = 0, 

wo a^ a2 . . . a„ Constanten sind, besitzt x => als einzige singulare 
Stelle im Endlichen, und diese ist Stelle der Bestimmtheit. Die 
Umgebung U derselben deckt sich also — gerade wie bei den linear 
ren Differentialgleichungen mit constanten Coefficienten — mit dem 
ganzen Gebiet der Differentialgleichung, nämlich mit der gesamten 
a;-Ebene. 

Wir fanden damals: wenn r^ eine Wurzel der zu a? == gehörigen 
determinierenden Gleichung von (15) 

(16) Qrr^^ ^' 0* — 1) . . . (r — n + 1) 

+ o^r{r — 1) . . . (r - n + 2) H \- a,, = 



54.] Analyt. Gestalt d. Integrale bei einer singül. Stelle d. Bestimmtheit. 101 

ist, so genügt of^ der Differentialgleichung (15). Sind die n Wurzeln 
^1 ^'2 • • • ^» ^®r Gleichung (16) sämtlich verschieden, so bilden die « 
Integrale 

ein Fundamentalsystem, wie unmittelbar einzusehen ist, gleichviel ob 
dabei mehrere der Wurzeln r^ . . . r„ eine Gruppe constituieren oder 
nicht. Ist das Erstere der Fall, so haben wir also hier ein Beispiel 
dafür, dass in einer ganzen Gruppe von Integralen der Logarith- 
mus fehlt. 

Sind dagegen nicht alle Wurzeln r^r^, » . r^ verschieden, son- 
dern z. B. 

r^ = r^ = rg = . . . = ry =4= r^+i, 

so werden die Integrale a;*^*, x^*y..,yX^ identisch; aber nach der all- 
gemeinen Theorie giebt es dann ein Integral, welches zu der an 
zweiter, eines, welches zu der an dritter, u. s. w., endlich eines, welches 
zu der an y*®' Stelle stehenden Wurzel r^ gehört. Diese finden wir 
durch Anwendung der Fuchs' sehen Methode. Wir substituieren 
in (15) 

y == X^^ J Zdx 

und erhalten dadurch nach Artikel 29 und 46 für die Gleichung 
(17) = ^<'»-^>a;«a?'-x 

+ 

+ z [(1) iC» ri . . . (r^ — n -f 2):z;'-^-^+^ + : • • • + a„_ia? ic'-i ] , 

welche nach Fortlassung des Faktors aj'*i+^ wieder die Form 

erhält, wo a/ a^ . . , a^—x Constanten sind. Die Wurzeln der zuge- 
hörigen determinierenden Gleichung sind nach Artikel 46 

^2 ^1 ^ y ^3 ^1 ~~ 1; • • •? ^y ^i 1; • • •; ^»» ^1 -1; 

deren y — 1 erste den Wert — 1 haben. Folglich ist 

z =^ xr-^ 
ein Integral von (18) und 

x^'fx-'^dx ^ CqX^^ + a;''»loga; 



I V^ iiCJ^ft. « -_ *4- 






Cx^' -^ C'jf- \' ZT . 

V/ ^r;,^i*, rr,ari ron A*^,x IXn^erentia!g'e>-h::ng -'w — 2/* Ordnung in n 
10 ,<;/>?/ Oa% hite^rAl u ^^ x~^ und daracä cas Integral 

'J^r r(/fj^<;>;gt/;rj D,ßerentialgleicLung (15), wenn Q C, C, willkürliehe 
^'ounUiuUm filufh U, «, w. 

Im Oany>eri erhält man so entsprechend der ^-fachen Wurzel r^ 
von ^i^f) die y Integrale 

yz . ^' fC; + C; log a: + 6^ log *a;] 



OJO 



!/y ^' \0o + C; log x + C^ log'x H h Cy^i log ^-^ ic], 

w^jlche bezw. zu der an erster, zweiter, dritter, u. s. w., y^ Stelle 
hi<;lM;nden Wurzel rj gehören, und wobei die G willkürliche Constanten 
wind«, Infolgede^Hen sieht man, dass aus dem letzten Integral yy bei 
gijcigneter BpcciaÜHierung der C die vorhergehenden Integrale ent- 
Nt<5h(;n« An Stelle der y Integrale (19) kann man ^aher auch die eben- 
i'allM linear unabhängigen 
(20) Äf', ir^* logiT, af» log^rr, . . ., a:''» log>'-^a; 

H«t/i«n. Hiermit ist die vorgelegte Differentialgleichung vollständig 
int<5grinrt; denn wir haben gefunden: 

Sind r^ r^ . » »Tn die Wurzeln der m x = gehörigen determinie- 
renden ülcichu/ng der Differentialgleichung 

wo die a Conslanten sind, so "besitzen wir n linear unabhängige Integrale; 
jeder vinfachm Wurzel r< entspricht nämlich ein Integral x* ^ jeder 
y- fachen Wurzel rk y Integrale 

yTk ^ /k log a; , . . . , x'^ log^""^a; . 

Vorgloicht man dioHCS Resultat mit der Integration der linearen 
homoj^onoii DifTnrontialgleichungen mit constauten Coefficienten (Art 
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35. 36); so erkennt man^ dass das hier ermittelte Fundamentalsystem 
in das dort gefundene durch die Substitution 

(21) X = €^' 

und umgekehrt jenes in dieses durch die inverse Substitution 

(21*) x = \ogx' 

übergeht. Da aber durch ein Fundamentalsystem von Integralen eine 
DiflFerentialgleichung selbst bestimmt ist, so folgt, dass durch die Sub- 
stitution (21) die hier betrachtete DiflFerentialgleichung in eine DiflFe- 
rentialgleichung mit Constanten Coefficienten 

(22) y(») + a/2/<«-i> H (- a^y = 

und diese durch (21*) in eine DiflFerentialgleichung der Gestalt (15) 
übergeht. Die charakteristische Gleichung der DiflFerentialgleichung mit 
constauten Coefficienten (22) ist identisch mit der zu a; = gehörigen 
determinierenden Gleichung von (15), da ihre Wurzeln übereinstimmen. 
Diese Ergebnisse sind leicht direkt zu verificieren. 



Kapitel VIII. 

Recursionsformeln der Reihen in logarithmenbehafteten Integralen 

hei einer Stelle der Bestimmtheit. 

55« Aufstellung der zu behandelnden Aufgaben. Im vorigen 
Kapitel hat uns die Fuchs'sche Methode gelehrt , dass hei einer sin- 
gulären Stelle der Bestimmtheit x = die Integrale die Gestalt ganzer 
Functionen von log x haben, welche sich bei x = bestimmt verhal- 
ten. Wir fanden ein in Gruppen derart eingeteiltes Fundamental- 
system von Integralen, dass die Elemente einer Gruppe beziehentlich 
zu den einzelnen Wurzeln einer Wurzelgruppe der determinierenden 
Gleichung gehörten. 

So wichtig und interessant diese Ergebnisse sind, lassen sie doch 
noch nach einigen Richtungen hin eine Ergänzung wünschen. Zu- . 
nächst muss bemerkt werden, dass die praktische Durchführung jenes 
Verfahrens zur Herstellung der logarithmenbehafteten Integrale sich 
im Allgemeinen äusserst umständlich gestalten wird, weil es dabei 
gilt, unendliche Reihen mit einander zu multiplicieren, dann wieder 
zu integrieren u. s. w. Einen zweiten Punkt haben wir schon am 
Schluss der allgemeinen Untersuchung des vorigen Kapitels (Art. 53) 
berührt: Wir wünschen ein Fundamentalsystem, in dessen Elementen 
der Logarithmus nur bis zu einer möglichst niedrigen Potenz aufsteigt. 
Ein solches muss zwar in dem im vorigen Kapitel aufgestellten Fun- 
damentalsystem enthalten sein. Allein bei der Art, wie die willkür- 
lichen Constanten der einzelnen Elemente desselben in diese eingehen, 
dürfte es sehr schwierig sein, unmittelbar aus jenem das einfachste 
Fundamentalsystem zu entwickeln. Hiermit hängt endlich noch zu- 
sammen , dass wir die Umlaufsrelationen der Integrale des vorigen 
Kapitels nur in unvollkommener Weise angeben konnten: wir kennen 
ja nicht die Werte der in ihnen auftretenden Coefficienten Oa/j 
(s. Formel (12) Artikel 51). Die vollständige Beherrschung der Um- 
laufsrelationen ist aber für das Studium der Integrale bei den singu- 
lären Puhkten von grundlegender Bedeutung. 

Um diesen verschiedenen Wünschen gerecht zu werden, nehmen 
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wir die üntersuchuDg noch einmal auf, indem wir von dem gesamten 
Inhalt des vorangehenden Kapitels lediglich den die allgemeine analy- 
tische Gestalt der Integrale bei einer singulären Stelle der Bestimmt- 
heit feststellenden Teil, d. h. den Inhalt der Artikel 46—48 benutzen 
und das zu behandelnde Problem folgendermassen fassen: 
Man versucht der Differentialgleichung 

(1) F(x, y) =Poy^''^ +I>iy^'"''^ -\ \-PnV 

— wo die 5ß gewöhnliche Potenzreihen von x sind, 5ßo (0) =|^ 0, — 
die also iei x=^0 eine Stelle der Bestimmtheit hat, durch ein Integral 
der Gestalt 

(2) y = iPa + (i) ^a-l log X + (2) *o-2 log^^T H 1- ^0 '^g ""^ 

ZU genügen, in welchem 

(«) (') (0 

(« = ür, «+ 1, ...) 

nach Potenzen von x fortschreitende Eeihen sind, deren Exponenten sich 
sämtlich nur um ganze Zahlen von einander unterscheiden, und fragt: 
wie sind die Coefßcienten dieser Eeihen und die Zahl a zu bestimmen, 
damit Gleichung (1) durch (2) identisch erfüllt wird? Convergieren die 
so lestimmtefii Eeihen i) und welche Coefficienten bleiben in ihnen will- 
Mrlich? 

Man erkennt, dass diese Fassung des Problems sich genau an 
diejenige anschliesst, welche unserer Untersuchung in Kap. I, II, III 
zu Grunde lag, und für 6 = geradezu in jene übergeht. Nennen 
wir noch zur Abkürzung ein Integral, in welchem der Logarithmus 
thatsachlich bis zur ö^^ Potenz aufsteigt, ein Integral (<? + 1)*^' Stufe, 
so können wir auch sagen: wie wir dort das allgemeinste Integral 
erster Stufe einer Gruppe aufgestellt haben, wollen wir nunmehr das 
allgemeinste Integral (a + 1)^' Stufe einer Gruppe aufstellen. 

56. Allgemeiner Satz über die Herleitiing mehrerer logarith- 
menbehafteter Integrale aus einem solchen. Wir stellen zunächst 
einen allgemeinen Satz voran, der sich auf Integrale der hier auf- 
tretenden Form — ganze Functionen von logo? — anwenden lässt^)* 

1) Der Satz nnd diese Anwendung desselben rührt von Eoehler her; vergl. 
Zeitschrift für Math. u. Phys. Bd. 33. (1888.) S, 231 ff. — Ein Gegenstück zu dem 
obigen ist der folgende, ebenso leicht zu beweisende und ähnlicher Anwendungen 
fähige Satz: 
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Wenn die Differentialgleichung 

(3) Q(x, y) = q^y^^'^+q.i/^-'^ H h qnV = 0, 

deren Coefficienten heliehige Functionen von x, aber von einer andern 
Grösse u unaUhängig sind, ein Integral der Gestalt 

y = f{x,u) 

hesitet^ wo f eine beliebige Function von x tmd u ist, die auch nach u 
differenziert werden Icann, so genügest ihr auch die Functionen 



Ist nämlich 
so ist auch 



die cir 



Q{x,f{x,u))=--0, 
du*- 



•). 



Da aber die Coefficienten von Q (x, y) Ton « unabhängig sein soll- 
ten, ist 

und daher 

Sind nun die Coefficienten von (3) eindeutige Functionen von x 
und besitzt die Gleichung ein Integral 

y:=F{x,\ogx), 

wo F eine ganze rationale Function von logrr ist, deren Coefficienten, 
abgesehen von einem allen gemeinsamen Faktor x'', eindeutig sind, 
so wird die Gleichung auch durch 

y = F(x,logx + u) 

befriedigt, wenn w eine ganz beliebige unbestimmte Grösse bedeutet^). 
Setzt man nämlich F(x,]ogx) für y in den Differentialausdruck 



Wenn die Differentialgleichung 

P(x, u; yy ^ p^{x, u)y^'^^ + p^{x, u)y^''-'^^ H 1- pn{x, t*)2/ = 0, 

deren Coefficienten beliebige Functionen von x und u sind, die nach u differenziert 
werden können, ein von u unabhängiges Integral 

y ^ f{^) 

besitzt^ so genügt dieses auch allen durch partielle Differentiation der Coefficienten 
nach u aus P = hervorgehenden Differentialgleichungen, 

1) Vergl. Koehler, Über die Integration vermittelst expliciter Functionen 
derjenigen hom. lin. Diffgl. u. s. w,, In.-Diss., Heidelberg, 1879. S. 8. 
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Q(x,y) ein, so erhält man eine ganze rationale Function von logrc, 
deren identisches Verschwinden dasjenige der einzelnen Coefficienten 
der Potenzen von logrc erfordert^). Setzt man aber F(Xj \ogx-\-u) 
für y in §(a?, y) ein, so erhält man dieselbe ganze Function von 
(logi» + w), die mithin auch identisch Null ist, womit unsere Be- 
hauptung erwiesen ist. 

Auf das Integral F(Xj logic + u) kann man daher den vorstehen- 
den Satz anwenden. Differenziert man aber F(Xjlogx ~\- u) beliebig 
oft nach u und setzt dann w = 0, so ist offenbar 



/ d^Fix,\og x + u)\ 



{dlogxf 

Man erhält also aus einem Integral der Gestalt F{x,\ogx) sogleich 
mehrere andere,, indem man dasselbe nach log x partiell differenziert. 
Schreiben wir dieses Integral in der Form wie (2) 

y = ta + (i) ^a-i logo; + (2) ^(T-2log^ir -I f- ^olog""^; 

wo die ^ nach Potenzen von x fortschreitende Reihen sein mögen, 
die sich aber nicht notwendig bestimmt zu verhalten brauchen, so 
ergeben sich daraus nach jenem Satz sofort die ö andern Integrale, 
wobei zur Abkürzung links logi» ^ u gesetzt ist, 

T ' ff — *^-i + (""7^) *<^-2logaj + + ^olog'^-' 



(4) 



X 



■^x 






Wir haben also den Satz: 

Aics einem logarithmenhehafteten Integral (a + l)**'' Stufe einer 
linearen homogenen Differentialgleichung mit eindeutigen Coefficienten er- 
geben sich durch ^partielle Differentiation nach dem Logarithmus andere 
Integrale, welche be0w. ö*®"", (a — - 1)*^, . . . 2*®', 1*®' Stufe sind. Insbe- 
sondere ist also der Coefficient der höchsten Potenz des Logarithmus in 
einem logarithmenbehafteten Integral selbst ein Integral der Differential- 
gleichung ^). 



1) S. Anhang, Zu Kap. IV. Satz 5. 

2) Dass aus dem Integral (2) die Integrale (4) abgeleitet werden können, 
ist auf andere Weise von Jürgens bewiesen worden. Grelles Journ. Bd. 80. 
(1875). S. lölff. — Der letzte Teil des Satzes rührt schon von Fuchs her, Grelles 
Journ. Bd. 68. (1868). S. 356. 



Dj<j»*rf/i feUz wfjlltm irir sogleich einige Änwendiiiigen folgen 
hLP^anfn^ L'f«ter»cbeidea »cb die Exponenten sämtlicher Potenzen Ton 
X in dü;n lUAhen %.%, v^ ^ « v<y des Integrah y nur am ganze Zahlen 
ron ein^ruier, %o multiplieieren sich alle diese Reihen bei einem Um- 
\'4X*A roa X um ^ «^ mit deri^elben Constanten o^. Wie im Artikel 
51 Formel (11; findet man dann die Umlanfsrelation des Integrals y 
zuu^chiA in der Gestalt 



r; 



+ 

+ log^^xt'o . 

Mit Ilölfe de$ hier abgeleiteten Satzes kann man dieser Formel aber 
die übersichtlichere Gestalt geben 

worin wieder ur.J log x zu setzen ist Also: 

/>/e Unikmfsrelation eines logarithmenbehafteten Integrals 

y .. i^a + (1) ^a-i loga; H H ^0 log*^^, 

&'/<Ä(?w Heilten ^0 ^i • • • ^^ ^^^^ ^^^ ^"^^ Umlauf sämtlich mit derselben 
Comtanten co^ multiplieieren, la/utet 

^ '^ «0, ^1 aiog« 21 (aiog«)» • o! (aioga;)" 

Verhält sich das Integral y^ dessen Beihen ^ nur um ganze 
Zahlen von einander verschiedene Exponenten enthalten^ insbesondere 
bei 0? — bestimmt, sodass also jede der Reihen ^^ ^^ . . . ^^ zu 
einem bestimmten Exponenten gehört, so kann man stets erreichen, 
dass die reellen Teile der Anfangsexponenten von i^o, ^a— 1,..., ^j, ^q 
in dieser Folge nie abnehmen. Zu dem Ende braucht man nämlich 
nur zu dorn Integral y die mit geeigneten Gonstanten multiplicierten 
Integrale 

dy ^ dhj a ^y 

d log X ' (a log xY^ ' (a log xf 

zu addieren. Diese häufig zu verwertende Bemerkung kann z. B. auch 
für das noch weiter gehende Studium der Form der Integrale des 
vorigen Kapitels im Ansehluss an Artikel 49 verwandt werden. 
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57. SubstitutioiL des logarithmenbehafteten Integrals in die 
Differentialgleichung. Um nun die in Artikel 55 geforderte Berech- 
nung der Reihen 

des logarithmenbehafteten Integrals y auszuführen, werden wir dieses 
in die Differentialgleichung (1) substituieren und dadurch für jede 
dieser Reihen eine Recursionsformel finden. Da wir aber nach Art. 56 
aus dem allgemeinsten Integral {p + 1)*®' Stufe 

eiu Integral ö**^' Stufe 

ableiten können, welches in dieselbe Gruppe wie y gehört und daher 
in dem allgemeinsten Integral 0*®' Stufe enthalten sein,^ d. h. aus 
diesem jedenfalls durch Specialisierung seiner willkürlichen Constanten 
hervorgehen muss, so wollen wir annehmen, dass wir das allgemeinste 
Integral 6^^ Stufe bereits kenneu, wenn wir uns an die Aufstellung 
des allgemeinsten Integrals (ö -f" 1)*^' Stufe begeben. Diese Annahme 
führt also schliesslich auf das allgemeinste Integral erster Stufe zurück, 
welches wir ja in der That in Kap. I, II, III schon ermittelt haben. 
Hiernach haben wir also nur noch die Reihe ^<y zu berechnen und 
festzustellen, welche Beschränkungen den willkürlichen Constanten des 
allgemeinsten Integrals 0*®' Stufe aufzuerlegen sind, damit es die par- 
tielle Ableitung nach log x von dem allgemeinsten Integral (0 + 1)*®' 
Stufe wird. 

Substituiert man nun «/ in (1), so folgt 

(7) Fix, y) = F(x, ta) + ( J) P(x, *^_i log ^) + • • • + P (x, % log -x) 

soll identisch Null sein. Hierzu ist notwendig, dass, wenn (7) nach 
Potenzen von loga? geordnet wird, die einzelnen Coefficienten der 
Potenzen von loga? für sich identisch verschwinden.^) Da aber die 
Reihe i>a in den mit Potenzen von log x multiplicierten Teilen des 
Ausdrucks (7) gar nicht vorkommt, so braucht man nur den logarithr 
menfreien Teil aufzusuchen, und gleich Null zu setzen. 

Bezeichnet man hierzu für den Augenblick den logarithmenfreien 
Teil eines von a; und log ii; abhängigen Ausdrucks /(a?, log a;)' durch 

[f{x,\Qgx)\j 
so ist 



1) Vergl. Anhang, Zu Kap. IV, Satz 5. 
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94. 



[P.'«, «:,, f ^$,y- j + Z-— $,:«• -=' ] -r ■ - ■ 4- *•>] , 

ntf bat Ufaii zur I>erec'hiiVi3;r der einzelnen Teile «-on «S zucSchst die 
logarilhmenfreien Teile vod 

und ihren n ertiien Ableitungen zo ermitteln. 

^^ und alle »eine Ableitungen enthalten überhaupt keine Loga- 
rithmen; alKO ht 



(••) 



\to \ ' V.ij \ifo\ ^^ Vo^ . - ., W^i J = Vo 



r«) 



und 

Fßr ^<f »1 log a; und seine n ersten Ableitungen erhalt man bezw. die 
logarithmeni'reien Teile 



(10) 



\(iiJa^i\o^xy\ 



X 






ir^._i log a;)<«>J : ( - 1 y-' ^ - %_i 



+ (- 1)"-^ '^ v«;-! + • • • + ; ^S"-!^^ . 



Hieraus findet man die entsprechende Tabelle für 

^a-2log^a:, 

indem man allenthalben ^a— i durch ilJa^^^ogx ersetzt und dann 
wi(?der. alle logarithmenbehafteten Glieder fortlässt, also geradeso, 
wie man von der Tabelle (9) fär '^a zu der Tabelle (10) für ijja-i log x 
überging, ü. s. w. 

\l\x yii>a— i^o^x)'] ist also ein nach (10) leicht zu bildender 
linearer homogener Differentialausdruck (w — 1)*®' Ordnung zwischen der 
unabhängigen Variablen x und der abhängigen ^a— i, [P{x, jpa-2 log^ip)] 
ein ebensolcher (n — 2)*®' Ordnung zwischen x und ilfa—2, u. s.w. Be- 
zeichnen wir diese Differentialausdrücke bezw. durch 
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so ist also nach (8) die Reihe ^^ derart zu bestimmen, dass für 
jeden Wert von x 

(11) F(X, ta) + (i) P,(X, *„_,)+ • . • + Foix, i>o) = 

wird. Gleichung (11) können wir aber als eine lineare nicht homo- 
gene Differentialgleichung für die zu berechnende Reihe ^<y ansehen 
und daher als Resultat dieses Artikels aussprechen: 

Die Beihe '^a in dem Integrale (2) der Differentialgleichung (1) 
genügt der nicht homogenen linearen Gleichung 

(12) P(x, t,) + (J) P, (a;, ^„_0 + • . • + Pa{x, to) = 0, 

WO Pj, P2, . .., Pcj mit Hülfe der Tabellen (10) w. s. w, zu bildende 
Ausdrücke sind, in denen nur gegebene Grössen und die als bekannt vor- 
ausgesetzten JReihen ^^ . . . ^a— 1 nebst ihren Ableitungen auftreten. 

58. Convergenz der Reihen in logarithmenbehafteten Integra- 
len. Von dem vorangehenden Resultat machen wir sogleich Gebrauch, 
um die Convergenz der Reihe ^^ festzustellen. Dies ist in der That 
erforderlich, weil wir ja hier das Integral (2) ganz unabhängig von 
den im vorigen Kapitel definierten Integralen aufstellen. 

Bei diesem Convergenzbeweis setzen wir die Convergenz der 
Reihen tl^a—i, ^<y— 2;...;^o ^^ ^®^ ganzen Umgebung U des Punktes 
X = als bereits feststehend voraus. Und das ist wieder deshalb 
berechtigt, weil ja (nach Artikel 56) ^^ ein Integral erster Stufe ist, 
dessen Convergenz innerhalb U im Kapitel III in der That bewiesen 
wurde. 

Da (12) eine nicht homogene Differentialgleichung für il^a ist, 
übersehen wir schon jetzt, — und wir werden es später ausführlich 
feststellen, — dass die Recursionsformel für die Coefficienten der Reihe 
^(; nicht homogene lineare Gleichungen liefern muss, während wir bei 
den Integralen erster Stufe in Kap. I, II, III homogene Gleichungen 
hatten. Infolgedessen kann jetzt der Fall eintreten, — der damals 
aus dem gedachten Grunde ausgeschlossen war, — dass diese Glei- 
chungen unendlich grosse Werte für die Coefficienten der Reihe ^^ 
liefern, wenn nicht gewisse Bedingungen erfüllt sind. Diese Bedin- 
gungen sind natürlich einer eingehenden Untersuchung zu unterwerfen 
und werden sich dabei als die schon im Artikel 57 erwähnten Be- 
schränkungen der willkürlichen Constanten in den Reihen ^^ ^j,...^ty-i 



1) Vgl. Fabry, Sur les integrales des equations differentielles etc., Thäse, 
Paris, 1886. S. 47. 
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des allgemeinsten Integrals 0^^ Stufe herausstellen. Nehmen wir jetzt 
an, dass sie erfüllt seien, dass wir also bei Berechnung der Coeffi- 
cienten von ^^ gemäss (11) endliche Werte erhalten, so lässt sich 
auch die Convergenz von rl^a folgendermassen darthun. 
Setzen wir den ganzen Ausdruck 

(13) (?)Pi(iP, i>a-x) + Q PA^, ta-i) + • • • + Fo{x, to) =p{x), 

sodass (12) die Form 

(12*) P{?c,v) +p(n;) = 

annimmt, so wissen wir aus Artikel 31, dass eine Function Vy welche 
der Gleichung (12*) genügt, auch der homogenen Gleichung 

genügen muss. Die letztere lautet aber ausführlich geschrieben 
(14*) !;<«+ i)2)|)o + ^^"^ OjPo' + PPi - VqV) 

+ 

+ V{ppn — PnP) = . 

Dividiert man die ganze Gleichung durch j>, so kommt diese Function 

p nur noch in dem Quotienten — vor, der eine innerhalb IJ conver- 

gente, zu einem Exponenten ^ — 1 gehörige Reihe ist. Mit Hülfe 
dieser Bemerkung erkennt man dann ohne Weiteres, dass die homo- 
gene DiflFerentialgleichung (14) oder (14*) bei x = eine Stelle der 
Bestimmtheit hat, sodass jede ihr formal genügende Reihe in der 
Umgebung U von x = auch convergiert^ Eine solche Reihe ist aber 
il>a\ denn wenn die Coefficienten von ^<y so beschaffen sind, dass 

T{x,H>a)+p{x)'^0, 
so ist ja auch 

dP{x, ^„) , .^P_^ 

Damit ist gezeigt: 

JErgieht die Berechnung der Beihe ipa gemäss der Identität (11) end- 
liche Werte der Coefficienten, so convergiert die Beihe in der ganzen Um- 
gebung U des Punktes x = 0. 

Es mag noch bemerkt werden, dass nur für diesen Convergenz- 
beweis die Beschränkung auf eine Stelle der Bestimmtheit erforder- 
lich war. Im Übrigen kann die gegenwärtige Untersuchung, gerade 
wie die von Kap. I und ü, für jede nicht wesentlich singulare Stelle 
X = angestellt werden. 



I 

V 
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59. Becnrsionsformeln der Beihen in logarithmenbehafteten 
Integralen. Zur wirklichen Berechnung der Reihe ^<y, d. h. ihrer 
Coefficienten, setzen wir in (11) für die ^ die schon in Artikel 55 
angegebenen expliciten Ausdrücke ein 

(») («) (») 

wo der Summationsbuchstabe s, mit einem noch zu bestimmenden 
Wert a anfangend^ die Werte 

Ss=a, a + 1, a + 2, . , . 

durchläuft und dabei mindestens einer der Goefficienten 

(ö) 

Ca } Ca ) • • • 9 Ca 

von Null yerschieden sein soll; sodass das Integral (2) thatsächlich 
zu dem aQ irgend einer Stelle stehenden Exponenten a gehört. In 
dem Resultat dieser Substitution müssen wir dann den Goefficienten 
einer unbestimmten Potenz von x gleich Null setzen^ um die Recur- 
sionsformel zu finden. 

Wir wählen hierfür wie im Artikel 6 die Potenz 

wo Je um eine unbestimmte ganze Zahl grösser als a ist. Infolgedessen 
wird der aus 

herrührende Teil dieses Goefficienten identisch mit F^a im Artikel 6, 
wenn man nur die c diyrch die c^^^ ersetzt, also mit 

akaCa + a*,a+lCa-hl + • • • +'akkCk , 

wofür wir zur Abkürzung gelegentlich schreiben 

(Für 6 = ist Fka ^ Fka zu verstehen.) 

Bei der Ermittlung des aus Pi(a;, ^a_i) herrührenden Teils des 
Goefficienten von a;* in (11) bemerken wir durch Vergleichen der Ta- 
bellen (9) und (10), dass dieser aus P(a?, y) gerade so gefunden wird, 
wie der von P(x,7pa) herrührende Teil, wenn man nur 



für y statt ^a 

d. h. „ 2^cf>aj' 

für y' statt fa 

d. h. „ ^sci"^x'-' 




0, 

X 



Heffter, Differentialgleichungen. 8 



J 1 4 xitcc*i » .-- ]->&. 



<':— £ 2 






''- '" ^ ^ ^ ^ ^ 1;^^/ ^' ' : ^ 2j — 1 ^/ x' 



* i 3 

fory *t^tt «--., :^ir,-_: — p r. -1 — ^ *■•— > 

för y ""^ itatt vi*' : 

, ./^tfi'ij' j , ij— ft/^i ^^~2 - ' I I r*'\^-^—^ 






d. h. »tatt ^ «<'« — 1) . . . (s — il + l)cr'x ~ ; 

J^c/"-" «•- -^ {a«(« - 1) (« — 1 + 2j 

-g)l!«C»-l; («-A + 3) 

+ (J)2!«(«-l)..(s-A + 4) 

+ (-ir*(i)a-2)!s 

+ (-iy-^(A-i)!) . 

■ 

Nun sioht man aus dieser Zusammenstellung, dass unter dem Summen- 
Koichen dif3 gleiche Potenz von x rechts immer mit einem c mit dem- 
Helben unteren Iudex wie links^ bei dem nur der obere Index (ö) durch 
((f — 1) ersetzt wird, multipliciert ist und ausserdem mit einer ganzen 
Function von 8, welche die erste Ableitung derjenigen ist, die links 
mit dorn entsprochenden c multipliciert ist. Dies ist in den vier ersten 
Zeilen der obigen Zusammenstellung evident, und man verificiert leicht; 
das« auch 

A.<« - 1) . . . (6' - A + 2) + (~ ly-K^ — 1)! 

iHt« 

Hieraus folgt aber, dass der aus F^{x,il)a^i) herrührende Teil 
dor goHuohlen llocursionsformel aus dem von Fix, tl^a) herrührenden 
Teil outstoht; indem man einfach die c(^> durch die mit gleichem 
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unteren Index versehenen c^<^""^) und die ganzen Functionen von s 
üjcs durch ihre ersten Ableitungen nach 5, 



^*' = -Js- ' 






ersetzt. Der aus L ) T^ {x, ipa—i) herrührende Teil der Recursions- 
formel ist daher 

O-EtI , Cf— 1 {g\ f- , ((7—1) , / (<J— 1) I I ' {O—l) T 

Fka = \ JNad + «A, a+1 4+i + ' • * + 0**4 ^ ] . 

Da wir nun im Anschluss an Tabelle (10) bereits bemerkten, 
dass P^{Xj ta—2) aus Pi(x, ta—i) geradeso hervorgeht wie P^ (x, i^a—i) 

aus P^Xf'fpa), u. s. w., so folgt, dass der aus (2) J^2(^; ^«^-g) herrüh- 
rende Teil des Coefficienten von rr* in (11) 

wird, wenn 

ist. Bilden wir so schliesslich den vollständigen Ausdruck des Coef- 
ficienten von a^ in (11) und setzen denselben gleich Null, so erhalten 
wir als Recursionsformel für die Coefficienten d^^ der Reihe fa die 
Formel 

(15) Ft^ + (;) Fh"-' + (2) F"^"'" + • • • + Ft"" 

(a) I (0^) I I {^) 

= (IkaCa -r ^*,a+l ^a-f 1 -|- • • • -f- aAriC* 

+ \ . . . . . 

+ a^klCa + 4%+lCa + i + h ai'tCifc = 

oder kurz geschrieben 

(15-) l^fa^ = 0, 



wenn 



(A) _ ^^«*, 



Da aber s nur die Werte 

5 = a, « + 1, a + 2; . » . 
annimmt, kann man auch schreiben 



a) __ ^''«*» _ ^^^ks 



d^ dof- 

8' 
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was den Vorteil bietet, dass alle aL (s = a, a + 1> • • •) nunmehr als 
Ableitungen nach ein und derselben Grosse erscheinen. Fasst man 
dann symbolisch auch ci^ als A*® Ableitung von c, nach « auf, so er- 
scheint der ganze Ausdruck Fka symbolisch als der <y*® Differential- 
quotient von Fka nach «. 

Da nun nach Art. 56 aus dem Integral (p -f- 1)*®' Stufe y In- 
tegrale <y*®', (jef — 1)*®', . . . , 2*®', 1*®' Stufe hervorgehen, in denen bezw. 
^a—iy ^<y— 2, . . «j ^1? ^0 ^^^ logarithmenfreien Teil bilden, so besitzen 
wir mit (15) gleichzeitig die Recursionsformeln der vorher als schon 
bekannt vorausgesetzten übrigen Reihen in dem Integral (6 + 1)*®' 
Stufe und können daher das Resultat aussprechen: 

Die Reihen il^x (A = 0, 1, . . ., <y) eines zu a gehörigen Integrals 
(6 + 1)*«' Stufe 

y = -^a + (i) ^a-ilog rr -j f- ^0 ^og^'x 

=2'c/^>a:'-f (J) log x^cy-^)x^ + f- \og^x^c,(x^ 

folgen hezw. den Becursionsformeln 

Fk^l = a = 0, l,...,a), 
WO 

Fka ^ Fka ^ ClkaCa + ^*, a+iCa + i -j- • . • -j- CtkkCk 

der in Artikel 6 gebildete Ausdruck ist und 

■tfka 

aus Fka durch eine, in Bezug auf die c nur symbolische, durch Accente 
angedeutete X-fa^cfie Differentiation nach a hervorgeht 

60. Zugehörigkeit logarithmenbehafteter Integrale zu den 
Wurzeln der determinierenden Gleichung. Bildet man die Recur- 
sionsformel (15) für k = a, so reduciert sich dieselbe auf 

(16) aaaCa^ + {]) CCaaCa"^^ + h (^alca = , 

WO aaa die zu « = gehörige determinierende Function, aaa , a'aa ? . • • 
deren successive Ableitungen nach a sind. Das Integral (2) sollte 
nun zu dem an irgend einer Stelle stehenden Exponenten a wirklich 
gehören. Steht dieser an erster Stelle, so sind also 

folglich muss dann nach (16) aaa ^ sein, d. h. der Exponent a 
muss eine Wurzel der zu x = gehörigen determinierenden Glei- 
chung sein. 
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Gehört das Integral (2) dagegen zu dem an y*®' Stelle stehenden 
Exponenten a, so ist 

(17) ci''-''+«+0, /"-r^ ^ c^^-y-^t c„ = 0. 

Bildet mau also in diesem Fall das durch (y — l)-fache Differentiation 
nach u ^ log x aus y hervorgehende Integral 

1 er-^v 



e{e— 1) ..(e — y +2) dvr~^ 

= il>„-y+i + (* ~ 1 ) t<,-r log a; H h ^o ioe'-y+^x , 

SO gehört dies wieder zu dem an erster Stelle stehenden Exponenten 
a. Die der Gleichung (16) entsprechende Gleichung lautet 

(16») a„„ c?-»^« + (" - y + 1) a'ajr'' + • . • + air+^'c« «= 

und erfordert in Rücksicht auf (17) abermals das Verschwinden von 
aaa» Bildet man alsdann das durch (y — 2) -fache Differentiation aus 
y entstehende Integral ^ so lautet für dieses die den Gleichungen (16) 
und (16*) entsprechende Gleichung 

(16") aaa Ä"-''' + C 7 ') a'aj:-'-'^ + • • • + oLr^'c« - , 

welche in Rücksicht auf (17) und das aus (16*) gezogene Resultat das 
Verschwinden von a'aa erfordert. So weiterschliessend erkennt man, 
dass, wenn y zu dem an y*®' Stelle stehenden Exponenten a gehört, 
die Gleichungen 

erfüllt sein müssen, d. h. dass dann a mindestens y-fache Wurzel der 
zu a: = gehörigen determinierenden Gleichung sein muss. 

Wir haben also das Resultat: 

Wenn das Integral 

y = ta + (j) rpo-i loga: H f- *o ^^g^a; 

jsu dem an y^' Stelle stehenden Eogmienten*a gehört, ist a mindestens 
y- fache Wurzel der zu x = gehörigen determinierenden Gleichung. 

Dass umgekehrt bei einer Stelle der Bestimmtheit a; <» zu einer 
y- fachen Wurzel der determinierenden Gleichung y linear unabhängige 
Integrale gehören, bei denen dieser Exponent bezw. an der 1*®^, 
2*®*", . . . , y*®" Stelle steht, wissen wir bereits aus dem vorigen Kapitel 
(Art. 49). 
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61, Bereohnung der Beihencoefflcienten aus der Recursions- 
formel. Wir hal^n nunmehr zu untersuchen, in welcher Weise sich 
die Coefficienten 6^^ aus der Recursionsformel (15) berechnen, wenn 
wir die sämtlichen Ooefficienten 

in dem allgemeinsten Integral ö*^' Stufe wieder als bekannt voraus- 
setzen, insbesondere, ob bezw. unter welchen notwendigen und hin- 
reichenden Bedingungen sich * endliche Werte für dieselben ergeben. 
Hiermit steht dann nach Art. 58 die Convergenz der Reihe ^^ fest. 

Wir benutzen dabei dieselben Bezeichnungen wie in Kap. II, ver- 
stehen aber unter a jetzt gleich die kleinste Wurzel (n) der ganzen 
Gruppe g, sodass 

die sämtlichen von einander verschiedenen Wurzeln der ganzen Gruppe g 
sind. Bildet man dann die Recursionsformel (15) für Ä = a+1, 
a + 2 , . . . — die für Ä = a entstehende Gleichung enthält ja infolge 
des Verschwindens von a«« gar kein d'^^ — , so führt von der für 
Ä = V + 1 gebildeten Gleichung an jede ein neues (f^^ ein und zwar 
multipliciert mit einem von Null verschiedenen Coefficienten. Ergiebt 
also das vorangehende endliche System von i; — a Gleichungen für 

ia) (a) {(j) 

^a ; ^a-\- 1 } ' ' ' j ^i — 1 

nicht unendlich grosse Werte, so gilt dasselbe von allen nach dem 
völlig willkürlich bleibenden Oy^^^ folgenden d^\ wie weit man auch 
geht. Wir haben also nur die Bedingungen dafür zu suchen, dass 
jenes System der v — a Gleichungen seinen Unbekannten keine un- 
endlich grossen Werte erteilt. 

Führen wir zur Abkürzung die Bezeichnung 



ein, sodass die hk linear und homogen in den als bekannt voraus- 
gesetzten Coefficienten von V'o; ttf ' • •yto—i sind, so lautet jenes 
Gleichungssystem 

Äa-l-l = Öfa-l-i, aCa -{- ö^a-fl, a+lCa-j-i 

Ä(a) I ((j) I (a) 

04-2 = öa-J-2, aCa -f- ö^a-f-2, a+lCa-f-l -|- ««4.2, a-^2(^a+2 

(^ 

Äy_l = fly— 1, aCa -jr öfr— 1, a-fl^a+i -(-.... -J- ttr—i, y_ 1 C,!Li 

Ä(a) I (^) I I (o) 

, y = ttvaCa "T «v,a+lCa+l -j- . . . . -f- tty, y—i C,, _i 
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• 

und unterscheidet sich also von dem System S oder 8a> im Artikel 12 

nur dadurch, dass an Stelle der c die c^^^ und an Stelle der Nullen 

links die h getreten sind. Wie wir aber dort nach den Bedingungen 

fragten, unter denen nicht alle c, insbesondere c«, Null sind, fragen wir 

jetzt, unter welchen Bedingungen die c^^^ , und zwar zunächst Ca\ nicht 

unendlich grosse Werte erhalten. 

Die Determinante des Systems 2J oder Ilav ist dieselbe wie die von 

S oder 8a v, nämlich 

und daher =4=0, wenn alle Determinanten D«^, D^y, . . . 2)^, =f= ^ 
sind. In diesem Fall liefert also £ nur endliche Werte der sämt- 
lichen Unbekannten, und wir sind schon am Ziel. Im entgegen- 
gesetzten Fall, der also insbesondere dann eintritt, wenn zu einer der 
Wurzeln c;, /),..., ft ein Integral erster Stufe gehört, müssen wir noch 
genauer auf das System eingehen. 

Die Ooefficienten c2+i, Ca+2, • • •, 4^— i; ^''-Vi • • •; Cy^— i können 
nur dann unendlich werden, wenn einer oder mehrere der Coeffi- 
cienten 

unendlich werden; denn jene sind lineare Functionen von diesen und 
den endlichen Grössen h mit endlichen Ooefficienten. Es kommt des- 
halb für unsere Frage nur auf die Werte dieser letzteren c^^^ an. Zu 
ihrer Berechnung können wir das System U wieder durch ein anderes 
ersetzen, welches nur noch die Unbekannten Ca^, c^^\...,c]^^ enthält 
und für ihre Werte dem System £ äquivalent ist. 

Zu dem Ende verfahren wir genau wie im Artikel 13. Für das 
Teilsystem Uaß oder 

besteht die Identität 

(18) da + l, ßFa-\.l^ a + <io + 2, /si^a + 2, «+••' + dßßFßa ^ Ca Daßy 

sodass, wenn man noch zur Abkürzung 

^a+l, /jÄa + 1 + ^aH-2, ß^a-\-2 -]-•••-[- dßßJlß ^E Haß 

setzt, aus Haß durch Oomposition der einzelnen Gleichungen mit 

flfa+l,/S, äaJ^i^ß'^.. .ydßß folgt 

(19) Haß = cVj)aß. 

Da aber äßß 4= 0, folgt auch umgekehrt aus 
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^a + l = ^a + 1, «;•••) ^ß—1 = ^ß—l, ot Und (19) 



die Gleichung 

\ß = x»^ 



Dos Teilsystem Saß ist daher dem System äquivalent^ welches aus Saß 
entsteht, wenn Gleichung hß = Fßa durch (19) ersetzt wird. 

Indem man nun in dieser Weise genau wie in Artikel 13 weiter- 
schliesst^ gelangt man zu dem Resultat 

Für die Werte der Coeffidenten cL^, c^p , . , ,, c][f^ ist das System 



(20) 



Saß = Ca Daß 

Hay = Ca Da{ß)y + C(j AaßDßy 



allein dem System S äquivalent. Dabei sind wie Haß auch Hay, . . ., Hav 
linear und homogen in den hy also linear und homogen in den Coef- 
ficienten der Reihen V'o; ^i; • • •; ^<y— i- 

Von dem System (20) behalten wir nun die erste Gleichung, die 

nur noch cjf^ enthält, (19), zurück und knüpfen an die übrig bleiben- 
den Gleichungen dieselben Betrachtungen wie vorher an die unend- 
liche Reihe von Gleichungen, die die Recursionsformel (15) lieferte: 
Sind in allen folgenden Gleichungen (20) die letzten Coefficienten, 
d. h. Bßyy Dyj, . . ., D^tv =f= 0, so drücken alle diese Gleichungen nur 

cf\ c^Y^, . . ., cjT^ durch Ca^ und die endlichen Grössen H aus; für den 

Wert von c« aber ist dann 

(19) Haß ^C^:^ Daß 

allein schon dem System S äquivalent. : — Andernfalls sei etwa D^ 
von Dfiv aus gerechnet die erste de/ Determinanten D^y, Dxfi^.^jDßy^ 
die verschwindet. Dann lässt man die letzten der Gleichungen (20) 
nach der mit Dqt endigenden einfach weg, weil sie nur die in ihnen 
neu auftretenden c(^> durch die vorangehenden und durch die H aus- 
drücken, und hat danach zwischen den unbekannten 

AP) (ü) 10) 

^a y ^ß } ' • ' j ^^ 

ein Gleichungssystem 2J', das dem System 2J genau analog gebaut 
und demselben für die Werte dieser unbekannten zusammen mit (19) 
äquivalent ist. Mit 2' verfahren wir nun genau wie vorher mit 27, 
erhalten also eine nur c« enthaltende Gleichung 

(19') ^'=ci'>Z)', 
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u. s. w. ganz analog wie in Art. 14. So erhalten wir schliesslich das 
Gleichungssystem 



(21) 



Baß = Ca Daß 



welches nur noch c^a enthält, aber für dessen Wert dem System 2 aequi- 
valent ist. Die Grossen D rechts sind in bekannter Weise aus den 
bekannten Grossen ats zusammengesetzt, die H links sind linear und 
homogen in den Coefficienten c, c', . . ., c^*'""^^, welche in den Reihen 
des allgemeinsten Integrals <?*®' Stufe auftreten. 

Die Gleichungen (21) ergeben uns nun unmittelbar die notwen- 
digen und hinreichenden Bedingungen dafür, dass c« nicht unendlich 
wird. Sobald nämlich in einer dieser Gleichungen der Coefficient 
von Ca^ rechts Null ist, tritt als Bedingung das Verschwinden der 
auf der linken Seite stehenden Grösse H auf. Die gesuchten Be- 
dingungsgleichungen, die wir kurz mit JSa bezeichnen wollen, ergeben 
sich daher als lineare homogene Relationen zwischen den Coefficienten 
der Reihen in dem allgemeinsten Integral 0^^ Stufe; es sind also 
Gleichungen, denen die in dem allgemeinsten Integral <y*®' Stufe ent- 
haltenen willkürlichen Constanten genügen müssen. 

Die eventuell übrig bleibenden der Gleichungen (21), in denen 
der Coefficient von Ca^ nicht Null ist, zeigen dann gleichzeitig, ob 
Ca^ notwendig den Wert Null erhält, oder eine bestimmte lineare 
homogene Function der Coefficienten c, c', . . ., c^^~*^ wird, die nicht 
für jedes Wertsystem der unter diesen willkürlich bleibenden Null 
wird. — Sind in allen Gleichungen (21) die D rechts Null und die 
daraus entspringenden Bedingungsgleichungen Ba sämtlich erfüllbar, 
so wird also durch das ganze System (21) und folglich 2 gar nichts 
über Ca^ ausgesagt, und Ca^ bleibt somit willkürlich. Das Verschwin- 
den dieser sämtlichen D in den Gleichungen (21) stellt aber nach 
Artikel 14 (12) die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür 
dar, dass zu a(=rx) ein Integral erster Stufe gehört. Nur in diesem 
Fall also kann Ca^ auch dann noch willkürlich bleiben, wenn schon 
über alle willkürlichen Constanten in ^o ^i • • • ^<y— i verfügt ist. 

Bei dem Übergang von dem ursprünglich vorliegenden System 2J 
zu den Gleichungen (21) sind allmähl^ig sämtliche Ca+i, Ca+2, . • »fC^—i 
ausgefallen, aber auf zweierlei sehr verschiedene Art. Die einen, weil 
sie sich zufolge dem System 2J oder einem der später auftretenden 
Systeme nur durch die vorangehenden c^^^ und die Ä, bezw. H aus- 
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drückten, sodass sie nur unendlich werden können, wenn eines dieser 
vorangehenden c^^^ unendlich würde. Die andern, — wie Cv^^^ in dem 
ursprünglichen System, — indem sie in einem der an Stelle von S 
tretenden Systeme erst in der letzten Gleichung auftreten könnten, 
durch Verschwinden ihres Coefficienten thatsächlich aber von selbst 
aus dem ganzen System ausfallen. Diese letzteren c^°^ bleiben daher 
völlig willkürlich, (Dies ist übrigens auch von anderer Seite her ein- 
leuchtend: diese 6^^ sind ja nach Artikel 15 gerade mit demselben 
Index behaftet wie diejenigen c dort, welche auch bei den Integralen 
erster Stufe willkürlich bleiben, also auch als Anfangscoefficienten von 
reihenförmigen Integralen auftreten. Addiert man aber zu einem be- 
liebigen Integral (<J + 1)*«' Stufe 



y = ta + (j) i^a-1 log X + 



Integrale erster Stufe, die mit willkürlichen Coefficienten anfangen, 
so hat man immer noch ein Integral (js + 1)*®' Stufe, in welchem bei 
tpo eben jene nämlichen Coefficienten willkürlich sind.) Wir sehen also 
aus dieser Überlegung, dass von den Coefficienten ci^i, . . ,, Cr— i 
einige willkürlich bleiben können, alle übrigen sich linear und homogen 
durch Ca\ durch jene willkürlichen und durch die h bezw. H aus- 
drücken, sodass, wenn Ca^ nicht unendlich wird, auch kein anderes 
dieser c^^^ uüendlich wird. Die Bedingungen Ba sind demnach schon 
die für unsere ganze Frage notwendigen und hinreichenden. Sind 
dieselben nicht erfüllbar, so giebt es also kein Integral der {cf -f- 1)*^^ 
Stufe in der betrachteten Gruppe. 

Die Ergebnisse dieses Artikels fassen wir folgendermassen zu- 
sammen. 

Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen Ba dafür, dass die 
Recursionsformel (15) für die Coefficienten der Reihe il^a endliche Werte 
liefert, ergeben sich aus den Gleichungen (21) und sind Gleichungen, 
denen die willhürlichen Constanten des allgemeinsten Integrals o*^'' Stufe 
unterworfen werden müssen. Dann und nur dann, wenn dieselben erfüll- 
bar sind^ existiert ein Integral (^+1)'^'* Stufe. Die auch nach Verfügung 
über alle willkürlichen Constanten in tQ,ti- ••^<y— i wöcä willkürlich bleiben- 
den Coefficienten von i^a sind mit denselben Potenzen von x multipliciert 
wie die mllkürlichen Coefficienten eines logarithmenfreien Integrals. Alle 
anderen Coefficienten von ta sind linear und homogen durch diese willkür- 
lichen und durch die Coefficienten der Beihen ^o, ^i,...,^(r_i aus- 
gedrückt. Die so bestimmte Eeihe ^^ ist in der ganzen Umgdmng U des 
Punktes o: = convergent 



62.] Becnrsionsf. d. Reihen in logarithmenbehaft. Int. b. e. Stelle d. Best. 123 

62. Das allgemeinste Integral einer Gruppe. Nunmehr sind wir 
im Besitz aller Mittel, um die allgemeinsten Integrale der einzelnen 
Stufen, endlich das allgemeinste Integral der ganzen Gruppe wirklich 
aufzustellen. 

Es sei jetzt 

(22) 2/o = ^00 =2 ^*^* 

(Ar) 

das allgemeinste in die Gruppe F gehörige Integral erster Stufe, 
welches man nach Kap. I, II, III ermittelt hat. Die Coefficienten Ck 
sind linear und homogen von etwa Vq derselben abhängig, die willkür- 
lich bleiben (s. Art. 15), und die wir durch die Zeichen 

besonders hervorheben wollen. Infolgedessen giebt es genau Vq linear 
unabhängige Integrale erster Stufe und nicht mehr. Giebt man näm- 
lich den Vq willkürlichen Constanten der Reihe nach die Wertsysteme 

1 ... 

1 ... 



... 1 , 

so erhält man Vq linear unabhängige Reihen, weil sie alle mit ver- 
schiedenen Exponenten beginnen. Mehr als Vq können aber nicht 
existieren, weil sonst eine lineare homogene Verbindung derselben mit 
willkürlichen Coefficienten mehr willkürliche Constanten enthielte als 
das allgemeinste Integral erster Stufe. 

Ist also Vq = A, so besitzen wir in (22) bereits das allgemeinste 
Integral der Gruppe F, weil diese l linear unabhängige Integrale be- 
sitzt (s. Art. 48). Ist dagegen Vq < A, so muss es noch Integrale 
zweiter Stufe geben: 

(23) y^ = ^^^ + ^^^ log X ^^CkX^ -f loga?^ CkX^ . 

(*) (*) 

Um diese zu berechnen, setzen wir in 

Fka '^. ClkaOa + * * * + (^kkCk 

+ dkaCa H h aikCh = 

für die c die Coefficienten von iIjqq aus (22) ein, erhalten dann die 
Bedingungsgleichungen B^ dafür, dass sich für die c' endliche Werte 
ergeben und beschränken diesen Gleichungen gemäss die willkürlichen 
Oonstanten Coi, . . ., Coy^ von iI>qq — was sicher möglich ist, ohne dass 
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alle Co = gesetzt werden, da es Integrale 2*®' Stufe giebt. Es mögen 
darnach von jenen Vq willkürlichen Gonstanten in ^qq noch v^ (0 < Vj ^ Vq) 
willkürlich bleiben, die wir mit 

Cii Cia . . . Ci9^ 

bezeichnen. So entsteht aus ^^ die in (23) schon mit ^^^ bezeich- 
nete Reihe, in welcher sämtliche Coefficienten Ck linear und homogen 
von den v^ willkürlichen Coefficienten Cn . . . Cu^ abhängen. In der 
Reihe ^^^ aber bleiben nach dem vorigen Artikel die und nur die 
Coefficienten willkürlich, welche zugleich als Anfangscoefficienten in 
Integralen erster Stufe dienen können, und die wir deshalb wieder 
mit denselben Zeichen Coi . . . Coy^ belegen. Die Coefficienten von ^^^ 
im allgemeinsten Integral zweiter Stufe sind also linear und homogen 
von den Vq + v^ willkürlichen Constanten 

abhängig. 

Geben wir allen Constanten der ersteren Reihe Coi . . . Covo ^^^ 
Wert Null und den Cn . . . Cir^ v^ verschiedene Wertsysteme, deren 
Determinante =^0 ist, z. B. die Wertsysteme 

1 . . 

1 . . 



. . 1, 

so sind die Coefficienten von log x in den v^^ Integralen und damit 
die Vi Integrale selbst linear unabhängig. Wir erhalten also dadurch 
Vi linear unabhängige Integrale zweiter Stufe, durch welche sich unter 
Hinzufügung von Integralen erster Stufe jedes Integral zweiter Stufe 
ausdrücken lässt. Da auch die Vq Integrale erster Stufe und diese Vi 
Integrale zweiter Stufe zusammen linear unabhängig sind, weil eben 
eine lineare Relation zwischen Integralen verschiedener Stufen in Re- 
lationen zwischen den Integralen der einzelnen Stufen zerfallen muss^) 
und solche ausgeschlossen sind, so besitzen wir jetzt im Ganzen Vq-^-v^ 
linear unabhängige Integrale. 

Ist Vq-}- Vi = X, so erschöpfen wir mit den Integralen erster 
und zweiter Stufe bereits die ganze Gruppe T; andernfalls muss es 
noch Integrale dritter Stufe geben 

(24) ^2 = ^22 + 2^21 loga: + ^20 log^^ 

— ^ ciV + 2]ogx^Cka^ + log^x^ CkO^, 
(*) (*) (*) 



1) S. Anhaog, Zu Eap. IV. Satz 5. 
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Zu ihrer Berechnung haben wir wieder für ^21 ^^^ ^20 zunächst die 
Reihen ^j^ und ^^q einzusetzen und die Recursionsformel 

F^a = 

zur Bestimmung der Cbefficienten Ck von ^gg zu benutzen. Damit 
diese Coefficienten endliche Werte erhalten, müssen die Bedingungs- 
gleichungen B^ erfüllt werden, welche linear und homogen in den 
willkürlichen Constanten von ^^^ und ^j^, d. h. in 

sind, um das Letztere hervorzuheben, schreiben wir für den Augen- 
blick die symbolische Bezeichnung für dieses GleichuDg^system aus- 
führlicher in der Form 

Dann ist 

d. h. die linken Seiten der Gleichungen B^ lassen sich als Summen 
von zwei Gliedern darstellen, in deren einem die sämtlichen Coi . . . Coro, 
in deren anderem die sämtlichen Cii . . . Ci,^ gleiqh Null gesetzt sind. 
Wenn man aber in ^^^ sämtliche Cii . . . Cir, gleich Null setzt, so ist 
ja diese Reihe identisch Null, und die für y^ angesetzte Form reduciert 
sich auf die eines Integrals zweiter Stufe. Folglich müssen die Glei- 
chungen B2(Cq,0) mit den Bedingungen B^^ identisch sein und für sich 
erfüllt werden. Damit dann aber die Bedingungen ^2(^0; ^1) erfüllt 
sind, müssen die Cii...Cir, also den Bedingungsgleichungen B^iOfC^) 
genügen, in denen sie allein auftreten, 

Dass die Gleichungen J?2 (Cq, 0) ^ B^ von den Constanten Coi . . . Co^^ 
nur die mit Cn . . . G^^ bezeichneten willkürlich lassen, wissen wir ja 
bereits aus der vorangehenden Betrachtung. Dass diese G gerade in 
^21 ini allgemeinsten Integral dritter Stufe willkürlich bleiben müssen 
und nur diese, erkennt man aber auch in anderer Weise. Die 
Cii . . . Gu^ sind ja die willkürlichen Coefficienten in der mit log x 
multiplicierten Reihe des allgemeinsten Integrals zweiter Stufe, welches 
man zu dem allgemeinsten Integral dritter Stufe hinzufügen kann, 
ohne dieses zu ändern. Es können aber ausser Ca . . . Civ^ keine 
anderen Coefficienten in ^21 willkürlich bleiben ; denn macht man in 
dem allgemeinsten Integral dritter Stufe ^20 durch Nullsetzen seiner 
willkürlichen Coefficienten zu Null, so bleibt ja ein Integral zweiter 
Stufe, bei dem die mit log x multiplicierte Reihe niqht mehr will- 
kürliche Coefficienten enthalten kann als beim allgemeinsten Integral 
zweiter Stufe, 
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Die Gleicliungen ^3(0, CJ müssen nun erfüllbar sein, ohne dass 
(7ii = (7i2 = • • • = Civ^ = gesetzt wird, weil sonst gar kein Integral 
dritter Stufe existierte. Es mögen etwa v^ von ihnen willkürlich 

bleiben, wo 

< Vg ^ Vi , 

während die übrigen linear und homogen durch sie ausdrückbar sind. 
Diese V2 Coefficienten in ^20 bezeichnen wir mit 

C21 C22 . • . C/21.J . 

Die Coefficienten von ^21 ^^^^ daher linear und homogen in den will- 
kürlich bleibenden Coefficienten dieser Reihe Cii . . . Ci^^ und in den 
C21 . . . Cgyj. Von den Coefficienten von ^20 hleiben Vq willkürlich, 
die wir wieder mit den Zeichen Coi . . . Cov^ belegen, während alle 
übrigen linear und homogen durch diese, durch die On . . . Ci^^ und 
durch die C21 . . . Cgr, ausgedrückt sind. 

Setzt man in dem allgemeinsten Integral dritter Stufe (24) die 
Cq und die C^ = und giebt den C21 . . . C2v^ der Reihe nach die i/g 

Wert Systeme 

1 . . 

1 . . 



. . 1 , 



so hat man V2 linear unabhängige Integrale dritter Stufe, durch welche 
unter * Hinzunahme von Integralen zweiter und erster Stufe jedes In- 
tegral dritter Stufe ausdrückbar ist. 

So geht man weiter, bis die Zahl der linear unabhängigen In- 
tegrale in der ersten, zweiten, dritten, u. s. w. Stufe zusammen den 
Wert X erhält. Man möge so zuletzt zu Integralen (l + 1)*®^ Stufe 
gelangen. Ist dann 

(25) yi = ta -f (j) fi^ j-i loga; H 1- ^,0 log'a; 

das allgemeinste Integral (Z+l)*®* Stufe, so sind 

in ifio die Coefficienten Cn ? • • •> Qv^ 



in '4^11 }} j} Coi } ' ' ') Coro 

willkürlich, und in jeder der Reihen sind alle übrigen Coefficienten 
linear und homogen durch die in ihr selbst und den mit höheren 
Potenzen von log x multiplicierten Reihen enthaltenen willkürlichen 
Coefficienten ausgedrückt. Da Vq-}- Vj^-^v^-j— ' - -^ vi= X, so besitzen 
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wir in dem allgemeinsten Integral (Z + 1)*®' Stufe zugleich das all- 
gemeinste Integral der ganzen Gruppe F. Wir erhalten daraus die 
allgemeinsten Integrale der niedrigeren Stufen, wenn wir sämtliche 
Gl, bezw. auch noch sämtliche Ci— i u. s. w. gleich Null setzen. 

Wir können daher das Ergebnis dieses Artikels dahin zusammen- 
fassen : 

In dem allgemeinsten Integral der Gruppe F 

y, = ^« + (j) ^/, ,_-i loga; + 1- fiolog^x 

sind die Goefficienten jeder Beihe il> lineare homogene Functionen der in 
ihr und in den folgenden Eeihen willkürlich bleibenden Goefficienten. In 
tl^u ileiben willkürlich die Vq Goefficienten Coi . . . Co^^ derjenigen Potenzen 
von Xy die Anfangspotenzen von Integralen erster Stufe sein können, — 
in ^/,i— 1 die v^ Goefficienten Cn . . . Gxr\ derjenigen Potenzen von x, die 
Anfangspotenzen der mit loga; multiplicierten Beihe in Integralen zweiter 
Stufe sein können, u. s. w. Für die Zahlen Vq, v^,, ..yVi besteht die 
Beziehung 

und die Gleichung 

^0 + ^1 + ^2 + • • • + ^i = ^ • 

63. Folgerung aus der Keoursionsformel. Aus der Gestalt der 
Recursionsformel (15) können wir nunmehr noch eipe interessante 
Folgerung ziehen, die von erheblichem Vorteil für die praktische Be- 
rechnung der Reihen in logarithmenbehafteten Integralen ist. 

In dem allgemeinsten Integral der Gruppe F 

yi = tu + (i) ti,i-i ^ogx-i [-ifio log'rc, 

wo 

(*) 

(^ = 0, 1, . . ., 
mögen die Goefficienten 

• • • • • • « 

Vr^f Orx + 1} • • • ^/-i 

schon berechnet sein. Dies ist in den beiden vorangehenden Artikeln 
ausführlich entwickelt worden und erfordert nur die Auflösung einer 
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endlichen Anzahl von linearen Gleichungssystemen, deren jedes eine 
endliche Anzahl von Gleichungen enthält. Unter den Cr^, , . Cr^ .sind 
Vi willkürlich, die mit Ca, Ci2,-..,Civj bezeichnet wurden; die übrigen 
sind lineare homogene Functionen von diesen. Unter den Cr^^ . . ,. Cr^ 
sind vi—i willkürlich, die mit Ci—i,i, Ci— i, 2,...,Cz— i,vj_j^ bezeichnet 
wurden, während die übrigen lineare homogene Functionen von 
diesen und von Ca . . , Gr, sind. U. s. w. 

Nun bilden wir die Functionen der unbestimmten Grösse a 

a(a) = Cr^+CrA«— ^O + ^a — 2j h • • + C'rl ^y- 

(26){ Gr+i(a)=Cr;i+i + Cr;i+i(a — r^)+ • • • • + &r[+i—Y^ — 

setzen diese beziehungsweise für 

in die Recursionsformel 

mit unbestimmt bleibendem a ein und berechnen dann aus dieser, 
wenn sie für ä = « + ^i — ^^ + 1; « + ^i — n + 2, . . . gebildet wird, 
die- c mit diesen Indices, für die wir aber auch die Bezeichnung 

beibehalten. Die mit diesen Coefficienten gebildete Reihe, über deren 
Convergenz wir natürlich nichts wissen, bezeichnen wir durch 

(27) ib(x. a\ ^ X", Ci.(a)a^ (*=«,« + !,...). 

Zunächst erkennt man leicht, dass 

(28) t(x, n) = il^io{x). 
Denn setzt man a = n, so wird nach (26) 

(29) Cr-^{rx) = Crj, , Crj,^l(rx) = Cr^ + 1 , . . . , Gr^rx) = Cr, ', 

alle folgenden Gk{cc) sind aber durch diese r^ — rx -j- 1 vorangehen- 
den vermittelst derselben Gleichungen ausgedrückt wie die c* durch 
Crxf ' ' 'f<^ny sodass allgemein Ci(rx) ^ c*. 

Durch Differentiation der Coefficienten üach a erhält man aus 
^(a?, a) die Reihe 

> — sr (* = a, a+l,...). 
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Setzt man aber hierin wieder « = rx, so wird 



(30) 
wenn 



dCJa) 



In der That^ nach (26) ist zunächst 

(31) C;^{ri) = Cr;, , C;^ + l(rx) = Cr^+l ,'",Cr, 



= Cr, 



Um aber ein beliebiges (7jk(a) zu finden, hat man die Recursionsformel 
2^^„ = 0, gebildet für die (?*(«) statt c*, nur nach a zu differenzieren. 
Dies ist jetzt nicht blos symbolisch möglich^ weil alle Ck{a) Func- 
tionen von a sind. Die aus der differenzierten Recursionsformel fihr 
Ä^a + fi — »"A + l fliessenden Gleichungen geben uns die Werte 
der ersten Ableitungen der (?*(«) von Ca^r^—rx-{-i{cL) an. Da diese 
Gleichungen aber mit denjenigen für die Ck identisch sind und für 
a=^rx die Identitäten Ck{rx) ^ c* und (31) bestehen, so wird in der 
That allgemein für jeden Wert von h 

Ck(rx) ^ Ck . 
Genau so beweist man die Identitäten 



(32) 



^ Cr{rx)x' =2 cTa^ = ^^z {x) 



'Vi^w 



t "V^/o * 



2;a\rx)x^=2;<>l^x=^,^{x). 



(*) 



(*) 



Wir sehen also, dass die Reihen iI>iq^ ^iif^^ftu in dem allgemein- 
sten Integral der Gruppe aus f(x, a) entstehen, indem die Coefficienten 
dieser Reihe bezw. 0, 1, 2,.. .{-mal nach a differenziert werden und 
darauf a»=r;t gesetzt wird. Beachten wir aber, dass die Reihe 7p (x, a) 
ausser in den Coefficienten auch in den Exponenten von x von a ab- 
hängt, dass 

. -^ = rcMoga; 
ist, und dass man 

^(a;, a) ^ x!^^ Ck^a{(x)x^ (*=o, 1,2,..) 

Heffter, BifferentiAlgleiohUDgen. 9 
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setzen kann, wo die Exponenten von x in der Summe jetzt von a 
unabhängig sind, so folgt 



(33) 






L da J«=a 



Wir erhalten demnach durch ü-fache DiflFerentiation der Reihe tl;(x^a) 
nach a und durch die Substitution a = rx das allgemeinste Integral 
yi der Gruppe T. 

Dass wir über die Convergenz der von x und cc abhängigen Reihe 
"^{XyO) nichts wissen, ist dabei ganz gleichgültig, da wir die glied- 
weise Differentiation, d. h. die Differentiation der einzelnen Ck{(t) 
jedenfalls ausführen, dann aber eben aus der besonderen Gestalt der 
Recursionsformeln (15) erschliessen können, dass die so formal er- 
zeugten Reihen für a = rx in die convergenten Reihen des allgemein- 
sten Integrals der Gruppe übergehen. Wir haben also das Resultat: 

Nach Äuflöstmg einer endlichen Anzahl von endlichen linearen Glei- 
chungssystenten bilden wir lediglich mit Hülfe der einen Eecursionsformel 
Fka = nach (27) die Reihe 

welche l-mal nach a differenziert für a = rx das allgemeinste Integral 
der Gruppe F 

l~~Jal~']a==rx—y' — *" + [^jti^i^ilogX -j [-fio log^iT 

liefert^). 

Mit dem allgemeinsten Integral der ganzen Gruppe F umfassen 
wir nun sämtliche Integrale derselben, insbesondere also auch sämt- 
liche Integrale, die zu den einzelnen Wurzeln r^^ r^ , , .rx der deter- 
minierenden Gleichung gehören. Hätten wir nur ein Integral auf- 
suchen wollen, das sämtliche Integrale umfasst, die etwa zu r^ rg . . . r« 
(a < l) gehören, so hätten wir genau wie im Vorstehenden verfahren 
können, nur an Stelle von n, der kleinsten Wurzel der ganzen Gruppe, 
die kleinste der zu berücksichtigenden Wurzeln, r«, einsetzen müssen. 

1) Vergl. Frobenius, Grelles Journ. Bd. 76. (1873) p. 214 ff. , insbesondere 
S. 222. — Tann er y, Annales de Tdcole normale, 2^6 sdrie, t. 4. (1875). S. 143. 144. 
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64« Beispiel. Um die in diesem Kapitel entwickelte Berechnung 
der logarithmenbehafteten Integrale an einem möglichst einfachen Bei- 
spiel^) zu veranschaulichen, wählen wir die Gauss'sche Differential- 
gleichung mit der speziellen Bestimmung, dass beide Wurzeln der zu 
aj ==s gehörigen determinierenden Gleichung den Wert Null haben. 
Dies tritt nach Artikel 10 ein, wenn y = 1, Wir betrachten also die 
Differentialgleichung 

(34) x{x - l)t/"- [1 ~ (« + /3 + l)x]y'+ aßy = 

mit 3er zu a; == gehörigen Recursionsformel 

(35) (Ä + a - l)(k + /5 -~ l)Ck-x-¥€, = 0. 

Da Ä = eine Doppelwurzel der determinierenden Gleichung ist, ist 
das allgemeinste Integral der entsprechenden Gruppe F, welches sich 
hier mit dem allgemeinen Integral der Differentialgleichung deckt, in 
der Form 

yi = ^11 + ^10 \ogx=^CkX^ + logx^ CkX^ 

(*) (it) 

anzusetzen. Die Reihe ^^^ ist nach der Formel (35) zu berechnen, 
welche nur Cq willkürlich lässt und ergiebt (s. Art. 23) 

Zur Berechnung von ^^ müssen wir Formel (35) nach der in der 
allgemeinen Entwicklung immer mit a bezeichneten Grösse — in Bezug 
auf die c nur symbolisch — differenzieren. Diese Grösse wollen wir 
hier, weil der Buchstabe a in der Gauss'schen Differentialgleichung 
noch anderweitig vorkommt, mit a, die linke Seite von (35) demnach 
mit Fka bezeichnen. Da nun h um eine ganze Zahl grösser als a ist 
und die Recursionsformel (35) nur eine stets endlich bleibende Zahl 
von Gliedern (zwei) enthält, können wir in diesem Specialfall einfach 
nach Je differenzieren und erhalten so zur Bestimmung der Goefficien- 
c' von ^11 die Formel 

(36) F^a = (2h + a + ß- 2)c*-x - 2kCk 

^(Jc + a- l)Qc + ^ - l)c;-i - Wjt = , 

welche nur Cq willkürlich lässt und alle andern c' als lineare homo- 
gene Functionen von Cq und Cq ausdrückt, wie es mit der allgemeinen 
Theorie übereinstimmt. 

Um jedoch für die Berechnung des allgemeinen Integrals y^ 



1) Vergl. dazu Lohnstein, Zeitschr. f. Math. u. Phys. Jahrg. 38. (1893). 
S. 27 ff. — Vergl. auch Artikel 113. 

9* 
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die Methode des vorigen Artikels anzuwenden, haben wir zunächst 
nach (26) 

zu setzen. Die folgenden Coefficienten (7a+i(a), Ca+2(ö), • • • der jetzt 
zu bildenden Reihe ^(o?, a) werden aus der ßecursionsformel (35) 
berechnet; wenn man darin Ä = a + 1, a + 2,... und Ci{a) statt Ck 
setzt. 

Also ergiebt sich 

K— i. • 

Differenziert man einmal — weil ja das gesuchte Integral nur zweiter 
Stufe ist — nach a, so folgt 

da — "o ^{J- ^jLj (a -Kl)» ...(« + Ä)«" '^ I 



*=1 

00 



+ fe + <«)»"2 Ä ("W..v.'-.:+',"" ) ^ 

Setzen wir a = und bezeichnen die aus der Summe in der zweiten 
Zeile dieser Formel entstehende Keihe kurz mit 

SO ergiebt sich das allgemeine Integral von (34) bei o; = in der 
Gestalt 

(37) y, = V-F'C«, /J, 1; «) + <\,-P'i («, /J, 1; oS) 

+ Coi^(a, /J, 1; a;)loga;. 

Nach der allgemeinen Theorie (s. z. B. Artikel 62 Schluss) wäre 
hier c^ mit On , c^ mit Cßi identisch. Setzt man Cq = 0, so bleibt in 
(37) in der That das allgemeinste Integral erster Stufe übrig; setzt 
man c^^^ 0, so bleibt ein Integral zweiter Stufe, durch welches mit 
Hinzunahme des allgemeinsten Integrals erster Stufe jedes der zweiten 
ausdrückbar ist. Die Coefficienten von ^^^ sind linear und homogen 
in Co^eCji, die von ^^ in Cq^Ch und c^^^lG^I 



Kapitel IX. 
Zerlegung der Integralgrnppen in Untergruppen. 

65« Fundamentalsystem von lauter einfachsten Integralen. Wir 
haben im Artikel 55 die Aufstellung eines Fundamentalsystems von 
Integralen für die Umgebung der Stelle der Bestimmtheit a; = ge- 
fordert^ dessen Elemente eine möglichst einfache Gestalt haben^ d. h. 
bei welchem der Logarithmus in jedem Element nur bis zu einer mög- 
lichst niedrigen Potenz aufsteigt. 

Diese Aufgabe ist durch die Entwicklungen des vorigen Kapitels 
thatsächlich bereits gelöst. Nach denselben sind wir ja im Stande^ 
für jede der den einzelnen Wurzelgruppen g^ g^, 5^2? •• • ^^^ determi- 
nierenden Gleichung entsprechenden Integralgruppen F, Fj , Fg , . . . 
das allgemeinste Integral aufzustellen. Dies lautet für die Gruppe F 

(1) yi = ilJii 4- Q ti^i^i log a; + \-ipio log'a; 

und enthält linear und homogen die Vq -{- v^ '\- - ^ -^ Vi "EE X willkür- 
lichen Gonstanten 

Coi . . . CoVo; Cll . . CtVi} . . . ., Cii . . Civ^^ 

die aus l '\- 1 verschiedenen Serien bestehen. Giebt man diesen 
A Constanten die A Wertsysteme 

1 ... 
1 ... 



... 1, 
so erhält man bezw. die A Integrale der Gruppe F 

(2) yoi yo2#. yovo} yn • • 2/in 7 • . •; yii" yivi^ 

wo also das Integral yavß aus yi entsteht, indem Cavo = 1, alle andern 
Gonstanten aber = gesetzt werden. Diese A Integrale sind linear 
unabhängig, da die Goefficienten der höchsten Potenz von log x in 
den Integralen gleicher Stufe immer linear unabhängig sind. Da sich 
aber weiter durch ^oi • • ^or» j^des Integral erster Stufe ausdrücken 
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Hess, giebt es kein von diesen linear unabhängiges Integral der ersten 
Stufe. Da sich jedes Integral zweiter Stufe durch yn-.yir^ und In- 
tegrale erster Stufe ausdrücken Hess, giebt es also kein anderes von 
jenen und den Integralen erster Stufe linear unabhängiges Integral 
zweiter Stufe. U. s. w. Die Integrale (2) setzen sich also aus mög- 
lichst vielen linear unabhängigen Integralen erster, dann aus mög- 
lichst vielen linear unabhängigen Integralen zweiter Stufe u. s. w. 
zusammen; d. h. wenn die Integrale einer jeden Gruppe in derselben 
Weise bestimmt werden wie die Integrale (2) bei jT, so erhalten mr ein 
aus lauter einfachsten Integralen zusammengesetztes Fundamentalsystem. 

66. Intcgraluntergrappen. Untergruppen höchster Stufe ^). Die 
zweite Forderung, die im Artikel 55 ausgesprochen wurde, war die 
nach einem Fundamentalsystem, bei welchem die ümlaufsrelationen 
sich möglichst einfach und übersichtlich gestalten. Auch hierzu ge- 
langen wir von dem im vorigen Kapitel aufgestellten allgemeinsten 
Integral der Gruppe aus, indem wir daraus k linear unabhängige, 
derart in Untergruppen zusammengefasste Integrale herleiten, dass in 
die Umlauf srelation jedes Integrals immer nur die Integrale seiner 
Untergruppe eintreten. 

Wir stellen zunächst diejenigen Untergruppen auf, deren Integrale 
bis zur höchsten, der {l + 1)*®^ Stufe aufsteigen, oder — wie wir 
kurz sagen wollen — die Untergruppen höchster Stufe. Zu dem Ende 
gehen wir von den v, linear unabhängigen Integralen (l + 1)*®' Stufe 

yn, 2/^2, .. ., yivi 

aus, die wir aber jetzt mit 

bezeichnen wollen. Sie gehen aus dem allgemeinsten Integral der 
Gruppe r hervor, indem jedes Mal eine andere der Constanten 
Ciiy Ci2, ' ' •, Civi = 1, alle andern willkürlichen Constanten aber =0 
gesetzt werden. Die dadurch aus tu, ti,i—i) • - •7^10 entstehenden 
Reihen wollen wir bezw. durch 

^(a) (a) (ä) 

bezeichnen, wo a bei den Integralen ija, fl^^. ..i^fr^ bezw. den Wert 
1, 2, . . ., vj hat. Es ist also 

(3) ri^a = 9fi + <Pm-i log o: + . . . + q>^r^ log'a; 

(« = 1.2,...,i'^). 

1) Die Aufstellung der Untergruppen erfolgt hier im Wesentlichen nach 
Jürgens, Grelles Joum. Bd. 80. (1875). S. 153 ff. 
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Aus jedem der Integrale r^ia erhalten wir nun sofort l andere 
durch partielle Differentiation nach loga; 



7 7 • • • > 



l dlogx IQ— 1) {d \ogxy l ! {d log a?)' 

Von den Integralen (3) und (4) wollen wir sagen, sie bilden eine 
Untergruppe {l + 1)**^' Stufe in der Gruppe F und diese Untergruppe 
durch Fla bezeichnen.. Die Untergruppe Fia lautet also 

Via = fpu^ + (i) 9^1- 1 log a; + • • + (fio^ log^a? 



(5) 



^^la ia) 1 /^ — 1\ (a) i i i (a) i i— 1 



l dlogx 



^'"'^ =9io^ 



l\ {dlogx)' 



Diese Untergruppen haben nun die folgenden bemerkenswerten 
Eigenschaften, von denen einige dieselben wesentlich von der im 
Kap. VII aufgestellten Gruppe F unterscheiden: 

1) Die Integrale einer Untergruppe sind linear unabhängig, weil 
jedes Integral log x bis zu einer andern Potenz enthält als alle 
andern ^). 

2) Die Integrale aller Untergruppen Fia (a= 1,2, ...,Vi) sind linear 
unabhängig, weil die jeweils mit der höchsten Potenz von log x mul- 
tiplicierten Reihen in den verschiedenen Untergruppen 

(1) (2) (''/) 

linear unabhängig sind^). Wir besitzen daher mit den Vi Unter- 
gruppen (i + 1)*®' Stufe Fla schon (l-\-l)vi linear unabhängige in 
die Gruppe F gehörige Integrale. 

3) Jede Untergruppe (l + 1)*®' Stufe Fia führt nur ü + 1 verschie- 
dene Beihen als Coeffidenten der Potenzen von log x ein, sodass die für 
die Gruppe F in Artikel 52 abgeleiteten Relationen bei den Unter- 
gruppen die denkbar einfachste Gestalt annehmen und aus (5) un- 
mittelbar abzulesen sind. 

4) Die Umlaufsrelationen führen jedes Integral einer Untergrtippe 
Fla i^ dne lineare homogene Function von sich selbst und den in seiner 
Untergruppe folgenden (bezw. bei umgekehrter Reihenfolge der In- 
tegrale (5) — vorangehenden) Integralen mit explicite angebbaren 



1) S. Anhang, Zu £ap. IV. Satz 5. 
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Coefficienten über. Denn nach Artikel 56 Formel (6) ist ja für ein 
Integral (ö + 1)*^' Stufe y 



y , 2w» dy 



Oj ^ ' 1 



+ 



{^nif d*y 



^ + • • • + 



(27tif d^'y 



dlogx^ 2! {dlogxy ' ' e\ {dlogxf 

Also lauten die Umlaufsrelationen der Integrale von Fiai 



(6)^ 



— Via = Via +—- — 1- 

a)i 1 log X 



+ 



(2ni)' d'via 






cDj d log o; d log X 



{d log rc)' 



2 ! {d log aj)^ 



^Sto 



^s,« 



^ «»1 (a log o;)* (d log o;)' 



67. Aufstellung der übrigen Untergruppen. Mit den (?+l)i/, 
Integralen der Untergruppen Fn, Fi2;..., -Tzy, besitzen wir aber im 
Allgemeinen erst weniger als A linear unabhängige Integrale der 
Gruppe r, es sei denn, dass 

wäre, in welchem Falle schon (i+l)i/i = A ist. Alsdann hätten wir 
die Gruppe F repräsentiert durch A linear unabhängige Integrale, die 
in Vi Untergruppen (l + 1)*®' Stufe gesondert sind. 

Sind dagegen nicht alle v einander gleich, so wollen wir an- 
nehmen, dass schon 

Vi^l > Vi 



sei und noch die Bezeichnungen 

(7) lll^Vij lli^i = Vi^i — Vi, fli^2 

f*o = -^0 — '^i 



Vi^2 Vi-^ij 



einführen, wo alle ft also positive ganze Zahlen oder Null sind. Nun 
setzen wir in dem allgemeinsten Integral *der Gruppe F (1) die sämt- 
lichen Constanten 

sodass sich das Integral auf die V^ Stufe reduciert. Von den Con- 
stanten Ci—i setzen wir diejenigen vi ebenfalls gleich Null, welche in 
jl^ii mit denselben Potenzen multipliciert sind wie C/i . . . C/y^ in ^^o- 
Den vi^i — Vi^ (ii^i übrigen geben wir die Wertsysteme 



'■^ f'-'f^t." / . 



•'.'< r. r 






1- T^ r%- 






67] Zerlegung der Integralgruppen in Untergruppen. 137 

1 . . 
1 . . 



• • • • • 



. . 1 
und mögen dadurch aus 

bezw. die Reihen 

. ■'' (a) (l — 1\ (a) (l — 1\ (a) (a) 

' "^ 7- 9><-l,«— 1; ^ 1 ^9/— 1,/ — 2, ^ 2 / 9^-1, < — 3; • • -j 9'— 1,0 

(a = l, 2,. ..,/u^_i) 

erhalten. 

Die JA/— 1 Reihen (pf'—i^o fangen dieser Gonstantenbestimmung zu- 
folge jede mit einer andern Potenz an und auch mit andern Potenzen 
als die Reihen 

ff 10 
Mn. t:.. in Jen Untergruppen F/«. Die (ii + ft^— i Reihen« 



(a) (a) 



sind daher linear unabhängig. 

Die (ii^i Integrale Z*^ Stufe, die wir so gebildet haben, bezeich- 
nen wir bezw. mit 

i:^b:- Aus jedem derselben leiten wir durch Differentiation nach logo; l — 1 
andere ab und erhalten so die fif-_i Untergruppen l^ Stufe F/.-!,« 

(a = l,2, . . .,^'f_i) 



(8) { 



(a) , /Z — 1\ (a) 1 I I (a) i f— 1 

1^,-1, a = 9^1, ,_i + (^ 1 j 9)Ui, ,_2 logrc -I h 9) -1,0 log X 

^ ^^;— l,a (a) , /2— 2\ (a) i __ 1 1 («) l '—2 

r:^ a log a? = y^~^' '-^ + \ 1 J9*--i,^-3loga;+..+9)l_:i,olog x 



1 ^'"S/-!,« _(a) 



9i--l,0 



., {(1-1)1 (aiogrc)'-^ 

r:: Die liii—i Integrale der Untergruppen F|_i,a sind wieder linear 

unabhängig I und nach den oben gemachten Bemerkungen über die 
Reihen 9/0^ und q>ili^o gilt das Gleiche Yon den Integralen der Grup- 
pen Fla und Fi— i,a zusammengenommen. Ist 1//= v/_i, also ft; = 0, 

^ - ' so erhalten wir keine Untergruppen l^' Stufe; dann sind also schon 

sämtliche aus dem allgemeinsten Integral (1) fliessende Integrale 



^ 



/. 7ter 



l^' Stufe durch die Integrale der Untergruppen Ff« ausdrückbar. 
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Wenn nun 

so haben wir also die sämtlichen Integrale von F in fi^ Untergruppen 
(Jj + 1)*^' ^^d f*«--i Untergruppen Z*®' Stufe gesondert. Andernfalls 
stellen wir nun ganz analog die Untergruppen (l — 1)*®' Stufe auf, 
deren Zahl i//— 2 — t/i—i ^ fi/— 2 betragen muss, u. s. w., endlich die 
Vq — v^^iiq Untergruppen erster Stufe, deren jede nur aus einem 
Integral erster Stufe besteht. Da wir dann im Ganzen 

{l + l)iii + Zf*i-i + G — l)f*i-2 H h 2fii + fio 

= (Z + 1) v< + Z(vf_i — Vi) H h 2(vi — 1^2) + (^0 — '^\) 

^ Vi + t/f-i + l//_2 H 1- Vi + Vo ^ A 



linear unabhängige Integrale besitzen, erschöpfen wir also die ganze 
Integralgruppe F. 

Wir können daher das Ergebnis des gegenwärtigen und des vor- 
angehenden Artikels folgendermassen aussprechen: 

Ist 

yi = il^ii + (^^ tu^i log ic H f- ^io log'a^ 

das allgemeinste Integral der Gruppe F und vi die Anmhl der willkür- 
lichen Constanten in ifio, v/— 1 die der in ^n hinzutretenden^ ti, s, w., 
endlich Vq die der in tl^u m den vorangehenden noch hinzutretenden will' 
Mrlichen Constanten^ so kann man l linear unabhängige Integrale der 
Gruppe so bestimmen, dass sich dieselben in 

Hl "=: Vi Untergruppen (l + 1)'^ Stufe Fn , . . , ri^, 

(ii—i^vi^i — Vi „ i*^ „ ri__i,i, . ., jn_i,^^_j 

sondern. Eine Untergruppe Faa (a=i, 2,...,//^-, a = o,i,...,o hat die 
Gestalt 

riaa=Val + (l) q>a}a--llogX + • ' ' + V^^log'x 

^ ^^aa (o) , /«— 1\ (a) 1 , • (a) 1 a— 1 

"TräW^ = ^«'"-' + \ 1 j 9«;a-2 loga? H [-9^Ul0g X 



1 a«i? 



a I (a log a?) 



oa (a) 
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Die Umlaufsrelationen führen jedes Integral nur in eine lineare homo- 
gene Verbindung mit explieite angebbaren Coefßcienten von sich selbst und 
den in der Untergruppe folgenden Integralen über. Die Gesamtzahl 
der Untergruppen, ^q + f^i + • • • + f*/ ^ ^o ; stimmt mit der Anzahl 
der linear unabhängigen Integrale erster Stufe überein. 

Die Zahlen ft^ fi^ . . . ^i werden später von anderer Seite her noch 
eine besondere Bedeutung gewinnen. 

* 

68« Modificierte Aufstellung der Untergruppen. Mit Kücksicht 
auf den Umstand, dass in der Literatur über diesen Gegenstand diß 
Untergruppen vielfach in einer von der bisher gegebenen etwas ver- 
schiedenen Gestalt auftreten, wollen wir zeigen , wie die letztere aus 
der unsrigen herzuleiten ist. 

Wir behalten von jeder Untergruppe Faa das Integral höchster 
Stufe 

(a) I (cc\ (a) 1 _ , I (a) i a_ 

riaa = fpau + [l) (fa.a^llogX -\ 1 (pixOlOg X 

unverändert bei und bezeichnen dies jetzt durch 
Als zweites Integral nehmen wir aber 



V«^ ) hora V<xa ^i ^oa ^aa ß^i baa y 

WO die überstrichenen Functionen wieder die durch einen Umlauf um 
X = aus den nicht überstrichenen erzeugten bedeuten, als drittes 



(9") täa ^ ^(»a — Oi1?aa — «i (^«a — ©i n^i^ 



baa ~~ ß^i Saa 

u. s. w. Da die Stufe dieser Integrale in (9), (9'), (9") u. s. w. sich 
jedesmal um die Einheit verringert, wie aus den Umlaufsrelationen, 
die die Form der Gleichungen (6) haben, folgt, so erhalten wir schliess- 
lich in 

(9W) gL"i 

ein Integral erster Stufe, das sich von 

«^ (aiogo;)« ""^"'^ 

nur durch einen constanten Faktor unterscheidet. Für dies^ letzte 
Integral ist daher 

(10) gaa ^ fl)^ gfa . 
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Wir haben also jetzt die Untergruppe Faa zusammengesetzt aus den 
Integralen 

Nach (9'), (9") u. s. w. (10) lauten aber die Umlaufsfelationen dieser 
modifiderten Untergruppe Faa 



(12) 



baa Wi baa 



baa := «'i baa T" w 



baa ^= ß^i baa "f" f 



aa 



^ bora ß^i baa T" 9aa 

d. h. bei der modificierten Gestalt (11) der Untergruppe Faa multpliciert 
sich jedes Integral mit o^ und vermehrt sich um das vorhergehende Integral, 

69. Speeialfälle und Beispiele. .Im Artikel 53 haben wir die 
notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür zusammengestellt^ 
dass die ganze Integralgruppe F logarithmenfrei ist. Ist dies aber 
der Fall, so giebt es A linear unabhängige Integrale erster Stufe in 
der Gruppe F oder die Gruppe F zerfällt in l Untergruppen erster 
Stufe. 

Bei einer regulären Stelle gehören sämtliche Wurzeln der deter- 
minierenden Gleichung 0,1,...,m — lin eine einzige Gruppe g. Zu 
jeder derselben gehört ein Integral erster Stufe. Mithin können wir 
sagen: Bei einer regulären Stelle sondern sich die n Elemente eines 
Fundamentalsystems y die sämtlich m derselben Gruppe F gehören, in n 
Untergruppen erster Stufe, 

Als weiteres Beispiel benutzen wir die in Artikel 54 behandelte 
DifiPerentialgleichung 

(13) a;'»y('»> + aiic«-^y^"-^> H \- any = 0, 

wo a^ öfg . . . a« Constanten sind. Sind r^ rg . . . ^x die Wurzeln einer 
Gruppe g der zu x = gehörigen determinierenden Gleichung, so 
entspricht jeder einfachen Wurzel r» ein Integral x^*, jeder y- fachen 
Wurzel rjfc entsprechen die y Integrale 

Jedes der ersteren bildet für sich eine Untergruppe erster Stufe, die 
letzteren bilden zusammen eine solche y*®' Stufe; denn aus dem letz- 
ten jener y Integrale leitet man durch partielle Differentiation nach 
log X die vorhergehenden ab. Wir haben daher das Ergebnis : 
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Die X Integrale einer Gruppe F der Differentialgleichung (13), welche 
zu der Wurzelgruppe g der determinierenden Gleichung gehören, teilen sich 
derart in Untergruppen, dass jeder y- fachen Wurzel (y= 1,2 ,.•..) 
eine Untergruppe y*®' Stufe entspricht. 

Endlich betrachten wir den dem zuerst erwähnten diametral gegen- 
überstehenden Specialfall, dass nämlich die sämtlichen A Integrale 
einer Gruppe F eine einzige Untergruppe bilden, die mithin, da alle f^ 

Integrale einer Untergruppe verschiedener Stufe sind, A*®' Stufe ist. 
Das zu ri(=v) gehörige Integral ist folglich in diesem Fall das 
einzige von der ersten Stufe. Nach einem Satz des Artikel 16 sind 
dann aber die Determinanten (wenn a^rx) 

sämtlich ={=0, und umgekehrt, wenn diese Determinanten von Null 
verschieden sind, gehört zu keiner andern Wurzel als r^^v ein 
Integral erster Stufe und bilden daher die sämtlichen A Integrale von 
r eine einzige Untergruppe. 

Wir haben daher das Resultat: 

Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür, dass sämt- 
liche Integrale einer Gruppe F eine einzige Untergruppe bilden, heßtehen 
darin, dass "keine der Determinanten 

WO a^ri, v^r^ und a, ß, y, , , ., [i,v die sämtlichen von einander 
verschiedenen Wurzeln der Gruppe g sind, verschwindet. 

Hiermit haben wir zugleich — wie in Artikel 53 angekündigt 
wurde — die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür, dass 
in jedem der Integrale (8) oder (8*) Kap. VII der Logarithmus thatsäch- 
lieh bis zur höchstmöglichen Potenz, nämlich in y« (a = i,2,...,^) bis 
zur (a — 1)*^'^ Potenz aufsteigt. Denn wenn das Letztere der Fall ist, 
bilden ja die sämtlichen Integrale (8) Kap. VII eine einzige Unter- 
gruppe und umgekehrt. 

Dieser zuletzt erwähnte Specialfall, dass die ganze Gruppe F aus 
einer einzigen Untergruppe besteht, tritt insbesondere dann ein, wenn 
r^ asB rg «=••• = n, d. h. wenn die ganze Wurzelgruppe g aus einer 
einzigen A- fachen Wurzel besteht. 



Kapitel X. 

Notwendigkeit der Bestimmtheitsgestalt der Differentialgleichnug bei 
einer Stelle fttr bestimmtes Verhalten sämtlicher Integrale daselbst. 

70. Aufgabe und Gang der Lösung. Die drei letzten Kapitel 
waren der Untersuchung der Integrale in der Umgebung einer Stelle 
der Bestimmtheit x = gewidmet und führten zu dem Ergebnis, 
dass bei einer solchen stets ein Fundamentalsystem von sich bestimmt 
verhaltenden Integralen existiert. Wir können also — in etwas er- 
weitertem Sinne des Wortes — sagen: bei einer Stelle der Bestimmt- 
heit verhalten sich sämtliche Integrale bestimmt, was so zu verstehen 
ist, dass ein aus Integralen verschiedener Gruppen zusammengesetztes 
Integral sich linear und homogen durch mehrere Integrale ausdrücken 
lässt, deren jedes sich bei der betreffenden Stelle bestimmt verhält. 

Erklärt sich jetzt nachträglich durch diese Erkenntnis schon die 
Bezeichnung eines Wertes von x, dessen zugehörige determinierende 
Gleichung den Grad n hat, als Stelle der Bestimmtheit, so wird die 
Berechtigung dieses Namens völlig erwiesen sein, wenn wir nunmehr 
noch zeigen, dass die Bestimmtheitsgestalt der Differentialgleichung bei einer 
Stelle a; = für das bestimmte Verhalten sämtlicher Integrale daselbst 
auch notwendig ist Wir setzen also voraus, die Differentialgleichung 

(1) P{x, y) = y(«) + i)iy(»-i> H +Pny = 

besitze n linear unabhängige Integrale 

(2) Wi t*2 . . . Un 

in der Gestalt ganzer Functionen von log^r, deren Coefficienten nach 
Potenzen von x fortschreitende Keihen sind. Von den Reihen eines 
und desselben Integrals u können wir annehmen, dass sie nur solche 
Potenzen von x enthalten, die sich ujn ganze Zahlen oder Null 
von einander unterscheiden. Dies lässt sich ähnlich wie eine ent- 
sprechende Annahme in Artikel 5 und mit Hülfe der Sätze des An- 
hangs, Zu Kap. IV, insbesondere Satz 6, leicht begrüivlen. Ferner 
setzen wir voraus, dass die sämtlichen Integrale u sich bei x = be- 
stimmt verhalten, d. h. dass alle in ihnen auftretenden Reihen einen 
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Anfangsexponent mit endlicliem absoluten Betrag haben« Aus diesen 
Voraussetzungen allein wird sich folgern lassen^ dass rr «» Stelle 
der Bestimmtheit für die Differentialgleichung (1) ist. 

Zu dem Ende leiten wir aus dem gegebenen Fundamentalsystem 
(2) zunächst ein anderes ab^ welches dadurch charakterisiert ist, dass 
nicht zwei Elemente zu demselben an gleicher Stelle stehenden Ex- 
ponenten gehören. Sodann zeigen wir der Reihe nach; dass die Coef- 
ficienten von (1) bei a? = eindeutig sein müssen, dass a; = nicht 
wesentlich singulär sein kann, und endlich, dass x = eine Stelle der 
Bestimmtheit sein muss. 

71. Umwandlung des vorgelegten Fundamentalsystems. In dem 
Fundainentalsystem u^ u^ . . , Un stellen wir zunächst alle diejenigen 
Integrale zusammen, deren Reihen nur Potenzen von x mit unterein- 
ander höchstens um ganze Zahlen verschiedenen Exponenten enthalten, 
also — um die frühere Bezeichnung wieder aufzunehmen — alle In- 
tegrale, die in dieselbe Gruppe gehören. Seien etwa 

1 2 * * * *^>t 

sämtliche Integrale einer Gruppe aus v^u^. . . Uny sodass also die 
Exponenten aller Potenzen von a;, die in diesen X Integralen auftreten, 
untereinander nur um ganze Zahlen oder Null verschieden sind, da- 
gegen keines der n — l übrigen Integrale diese Eigenschaft teilt. 

Jedes der Integrale % «2 • • • ^^ gehört nun zu einem bestimmten, 
au bestimmterstelle stehenden Exponenten, den wir bezw. mit s^s^-^-Si 
bezeichnen wollen. Dabei kann man die Integrale u^u^,,,ux in dieser 
Folge bereits so geordnet denken, dass jedes Integral zu einem Ex- 
ponenten gehört, dessen reeller Teil nicht grösser als beim vorher- 
gehenden ist, und, wenn zwei aufeinanderfolgende Integrale zu dem- 
selben Exponenten gehören, dieser Exponent bei dem zweiten an min- 
destens ebenso hoher Stelle steht, wie bei dem ersten. 

Sollten nun etwa ux ux^x. • * ux^a zu demselben an gleicher 
Stelle stehenden Exponenten s;i ^ Sji— 1 ^ • • - ^ Sx-~a gehören , so 
kann man offenbar a Gonstanten 

so wählen, dass die Integrale 

Wi-l + ax^iux, M;-2 + ax^2Ux, . . ., Ux-a + ax-aif'X 

entweder überhaupt nicht mehr zu dem Exponenten Sx oder doch zu 
diesem an niedrigerer Stelle stehenden Exponenten gehören. Die A 
Integrale 

(3) Wi «'2 • • • Ux^a-l , UX-a -^ ßX^aUx, . . ., Wil-l + üx^iUXy UX y 
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welche wir nun zunächst an Stelle der Integrale u^u^ , . .ui setzen, 
sind aber wieder linear unabhängig. Denn die Determinante dieser X 
Functionen lässt sich als Produkt aus der Determinante der t/^ tij • . . i«;i 
und der Determinante der Substitutionscoefficienten darstellen, welche 
letztere den Wert 1 hat. Die Determinante der Functionen (3) ist 
daher mit der Determinante der tc^ . . . ux identisch und deshalb von 
Null verschiedeu. 

Uz gehört also nun unter allen Integralen (3) zu dem Exponen- 
ten mit dem kleinsten reellen Teil^ und dieser Exponent steht — falls 
noch andere Integrale zu demselben gehören — in ux an höherer Stelle 
als in allen andern. Mit den A — 1 Integralen 

können wir nun aber geradeso verfahren wie vorher mit den X In- 
tegralen u^ % . • • MX , u. s. w., bis wir schliesslich diese Integrale durch 
die A anderen 

(4) . v^v^...vx 

ersetzt haben, von denen nicht zwei zu demselben an gleicher Stelle 
stehenden Exponenten gehören. 

Die Integrale (4) sind aber ebenfalls linear unabhängig; denn 
ihre Determinante ist mit derjenigen der u^u^. . .ux identisch; weil 
die Gleichheit der Determinanten bei dem successiven Übergang von 
den u zu den v bei jedem einzelnen Schritt besteht. 

Ebenso denken wir uns natürlich die andern Gruppen der u um- 
gewandelt und können daher jetzt mit dem in Gruppen eingeteilten Fun- 
damentälsystem 

(5) Vi Vg . ..VA, vx+i . . . v« 

weiter operieren, dessen Elemente iezw. isu den Exponenten r^ rg . . . n . . . r» 
gehören mögen, und von denen nicht zwei zu demselben an gleicher Stelle 
stehenden r gehören. 

Da also die Integrale (5) sich in Bezug auf die Zuordnung zu 
den Exponenten geradeso verhalten wie die Gruppenintegrale (8), 
(8*), (8^) in Kap. VII, und da nur aus dieser Zuordnung dort die 
Umlaufsrelationen (12) und (13) in Artikel 51 folgten, so gilt auch von 
dem Fundamentalsystem (5) hier der Satz: Bei einem Umlauf um x=0 
geht jedes Integral Va in eine lineare homogene Function von sich selbst 
und den in seiner Gruppe vorangehenden Integralen über, wobei der Coef- 
ficient von Va selbßt =^0 ist und den Wert hat 
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Wenn also Va z. B. ein Element der Gruppe v^ Vg . . . t;^ ist, so lautet 
die Umlaufsrelation 

(6) Va ^ COalVl + OaiVz + * * * + C^a.a-lVa-l + ©aVa, 

WO die (Oa auch Oai, ©«2 • . • (Oa.a—i Constanten sind. 

73, Beweis, dass rz; «= höohstens ausserwesentlicli singulare 
Stelle ist^). Wir beweisen jetzt, dass die Coefficienten der Dififerential- 
gleichung (1), welche* bei x = das Fundamentalsystem v^v^ . . .Vn 
besitzt, in der Umgebung dieser Stelle eindeutig sind. Gleichzeitig 
wird sich aus dem bestimmten Verhalten jener Integrale ergeben, 
dass o; «» höchstens ausserwesentlich singulare Stelle ist 

Zu dem Ende bilden wir aus den Integralen v und ihren n ersten 
Ableitungen 



^l 


Vj' . . . t;/«> 


^2 


Vg' . . . V2^''^ 


Vn 


V» . . . t;„(») 



durch Streichung der ersten, zweiten,..., (w + 1)*^" Golonne die 
Determinanten 

Dann hat man nach Art. 26 (4) für die Coefficienten p der Differen- 
tialgleichung (1) die Ausdrücke 

D 

(7) p^ = (—iy^ (r=l, 2,...,n) . 

Da in jeder der Determinanten Dy (* = o, i,...,n) jedes Element eine 
ganze Function von loga? ist, deren Coefficienten nach Entfernung des 
Faktors x*"^ in der ersten, ic'"» in der zweiten, u. s. w., x*^^ in der n^^ 
Zeile eindeutig sind und negative Potenzen von x höchstens in end- 
licher Anzahl enthalten, so hat — nach Potenzen von loga; entwickelt 
— jede dieser Determinanten die Form 

(8) 2), = a;''* + ^* + ' • + ^« [x^o + ;c.iloga? + • • • + x^alog-x] , 

wo Xvo Xvi ' " Xva wieder eindeutige Functionen von x sind und höch- 
stens eine endliche Anzahl negativer Potenzen enthalten. 

Es müssen aber in (8) die Functionen Xvi -- * %vo identisch Null 
sein, was sich folgendermassen erschliessen lässt. Beim Umlauf von 
a; um a? = ändert sich Va gemäss der Relation (6). Für alle Ab- 
leitungen von Va gilt aber die Identität 

1) Vergl. Fuchs, Grelles Journ. Bd. 66. (1866) 4. S. 189 ff. 

Heffter, Differontialgleichungen. 10 
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9\ — - = -'z 

denn nach Art. 56 (6) kann man die UmlauCsrelation for evr SLUch so 
sehr^iben 

1 Sari rr, .2x1"* c^r 

— r. = r. + — - — ^ -\ -J ^- 

-* 1 ^^^^' * €'. ciogxy' ' 

wenn der Grad Ton r« in logx ist. Hiemaefi ist 



Andererseits ist -/ ^ wieder eine ganie Function Ton log ar, deren 
6nd <Ctf, und besitzt daher die Umlanfsrelation 






Da ab^r- 






SO sini uie revh.:en Seilen TvU 10 ::^i 11^ einander gleich nod 
soTsii* ist V' erwiese::. — Wem als:* x den üniaaf besehreibt, so 
trin in /*, an Stelle jedes Eleineiiies eine üneaii? Loxnogene Yerbin- 
d:i:Lg der m-enLente seiner Colcüne. und die Cc-efncienten derselbezi 
sind iLich i*" bei allen Elenier-ic^n einer Zrf.e immer ein und diesel- 
b*r- Es mulif; liciert sivh vi^iier X*. t^i dem Umlauf einfach mü der 
EVrertninjtn*e der C:^:Sc:rn:en der Ini^Aiifsreliitijnen der Integrale 
r^ r, r«. Diese tit aber nach r den. Wert 







Fv>^.:..r. ist 




»o»^ 


ji\ -— ±'^ i 



Vervrleiv'ht nan diesess KesuIrÄt cii* ^S" • so erciebt skn nnmiuelbar 
i>» K:^i:t:ckeit der R:ha;:rr.:n^, dass in ^S 

l»i =3 |,i rz • • ^ !• r = 






^ 



1.4 vjk^« 
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V 



X 

in der Umgebung von x = eindeutig sein. Hieraus folgt aber die 
Eindeutigkeit der Quotienten zweier D^, d. h. der Coefficienten p 
in (1). 

Es wurde nun bei dieser Ableitung lediglich davon Gebrauch 
gemacht; dass 

ein 'Fundamentalsystem bilden, von dem jedes Element Va bei dem 
Umlauf sich mit einer von Null verschiedenen Constanten o« multi- 
pliciert und um eine lineare homogene Function der ihm vorangehen- 
den Integrale nur vermehrt. Demnach können wir das bis jetzt ge- 
fundene Resultat gleich allgemeiner dahin aussprechen: 

Sind t?! t?2 . . . v„ n linear unabhängige Functionen von x, deren jede, 
Vay bei einem Umlauf um a; = sich mit einer von Null verschiedenen 
Constanten multipliciert und ausserdem höchstens um eine lineare homo- 
gene Function der ihr vorangehenden Functionen v^ Vg . . . Va—i vermehrt, 
so bilden dieselben ein Fundamentalsystem einer Differentialgleichung n*^ 
Ordnung, die bei x = eindeutige Coefficienten hat^). 

Da nun in unserem speziell vorliegenden Fall in den Quotienten (7) 
Zähler und Nenner höchstens eine endliche Anzahl negativer Potenzen 
enthalten^ kann man immer eine solche Potenz von x herausnehmen, 
dass Zähler und Nenner für aj = einen von Null verschiedenen 
endlichen Wert annehmen und demgemäss dieser übrig bleibende 
Bruch wieder in eine gewöhnliche Potenzreihe entwickelbar ist. Mul- 
tipliciert man also die ganze Gleichung noch mit einer geeigneten 
Potenz von x, so kann man alle negativen Potenzen von x in den 
Coefficienten zum Wegfall bringen und die Gleichung in die Normal- 
form bei a; «= setzen 

(13) x-^oi^-) + ^«-i5ßi y(— ^> + • • • + ?n2/ - 0, 

wo 5Po, $ßi, . . ., 5ß„ gewöhnliche Potenzreihen von x sind, die für 
ir = nicht sämtlich verschwinden. Daher ist jetzt bewiesen: 

Damü die sämtlichen Integrale der Differentialgleichung (1) sich 
bei a? = bestimmt verhalten, darf x = höchstens ausserwesentlich 
singulare Stelle sein. 

73» NaohweiSy dass x = Stelle der Bestimmtheit ist. Nachdem 
wir im vorigen Artikel erkannt haben, dass infolge unserer Voraus- 
setzungen über das Fundamentalsystem (2) die Differentialgleichung 

1) Vergl. Frobenius, Grelles Journ. Bd, 76 (1873). S. 242. 

10* 
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(1) bei X = keine wesentlich singulare Stelle hat, befinden wir uns 
auf der Basis der Untersuchung von Kap. I, II, III und des daran 
anschliessenden Kap. VIIL Nach dem letzteren (s. Art. 60) wissen 
wir aber^ dass^ wenn ein Integral Va zu dem an y^ Stelle stehenden 
Exponenten r« gehört, r« mindestens y- fache Wurzel der determinie- 
renden Gleichung sein muss. Nun ist das Fundamentalsjstem t^^ Vg . . Vn 
so beschafFen, dass nicht zwei seiner Elemente zu demselben an gleicher 
Stelle stehenden Exponenten gehören, und wenn y Elemente zu dem- 
selben Exponenten gehören, eines von ihnen zu dem an y*®' Stelle 
stehenden Exponenten gehört. Diese Exponenten sind bezw. 

Also muss die zu a; == gehörige determinierende Function von (1) 

durch 

(r-ri)(r — r2)...(r — r„) 

teilbar, d. h. mindestens und — da sie nicht höheren Grades sein kann 

— genau vom n*^ Grade sein. 

In Gleichung (13) ist daher 5ßo(0)4= 0, d. h. a: = ist Stelle der 
Bestimmtheit. 

Hiermit haben wir die gewünschte ümkehrung bewiesen und den 
wichtigen Satz erhalten: 

Das notwendige und hinreichende Kriterium dafür, dass hei einer 
Stelle X = die sämtlichen Integrale einer linearen homogenen Biiferen- 
tialgleichung n'^ Ordnung sich bestimmt verhalten, besteht darin, dass die 
0u X'^ gehörige determinierende Gleichung vom n'*" Grad ist, oder 

— was dasselbe ist — dass die Differentialgleichung bei x = in die Form 

gesetzt werden Tcann, wo 5ßo ^i • • $» gewöhnliche Fotemreihen von x sind 
und 5ßo(0) 4= ist. 



Kapitel XL 
Fandamentalgleicbung. 

74, Aufgabe der folgenden Untersmchiing. Im Artikel 32 haben 
wir als Hauptaufgabe die Untersuchung der Integrale in der Um- 
gebung der verschiedenartigen Werte von x hingestellt Diese Auf- 
gabe haben wir bisher für die Stellen der Bestimmtheit gelöst^ indem 
wir zeigten, wie man für die Umgebung einer solchen ein Pundamen- 
talsystem von Integralen aufstellen kann. Unser Ausgangspunkt für 
die Ermittlung desselben war dabei der (s. Art. 5), dass wir, geführt 
durch die Gestalt der Differentialgleichung selbst, diese durch eine sich 
bestimmt verhaltende Eeihe zu befriedigen versuchten. Dies gelang 
bei Stellen der Bestimmtheit immer, und wir konnten dann mittelst 
der Puchs'schen Methode (s. Art. 46, 47) ein ganzes Fundamental- 
system gewinnen. 

Jener Versuch erweist sich aber bei ausserwesentlich singulären 
Stellen, die nicht zugleich Stellen der Bestimmtheit sind, im all- 
gemeinen als vergeblich, weil bei einer solchen — wenn überhaupt 
formal die Differentialgleichung befriedigende Reihen zu bilden sind 
— dieselben im allgemeinen divergieren (s. Art. 19). Selbst wenn 
aber der Ausnahmsfall eintritt, — von dem später eingehend die Bede 
sein wird, — dass eine solche Reihe convergiert, so können wir doch 
nicht n linear unabhängige, sich bei der betreffenden Stelle bestimmt 
verhaltende Integrale finden, da dies ja nach dem vorigen Kapitel 
eine Stelle der Bestimmtheit erfordert. Es muss also schon bei einer 
ausserwesentlich singulären Stelle der Unbestimmtheit Integrale von 
anderer Gestalt geben, als die ist, welche uns bisher nur begegnete. 

Das Gleiche gilt von den wesentlich singulären Stellen. Hier 
kommt aber sogar noch hinzu, dass wir gar nicht in der Lage sind, 
den oben erwähnten Versuch anzustellen, weil (s. Art. 5) in diesem 
Falle die Methode der unbestimmten Coefficienten — wenigstens bei 
Beschränkung auf elementare Hülfsmittel — stets versagt. 

Die vorstehenden Üeberlegungen zeigen einmal, dass wir noch gar 
nicht wissen, in welcher Gestalt wir die Integrale bei einer Stelle der 
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Unbestimmtheit im allgemeinen zu suchen haben/ und femer, dass 
uns die bisher benutzte Methode bei der Untersuchung dieser Frage 
im Stich lässt. Unsere nächste Aufgabe ist daher die, festzustellen, 
welche Gestalt im allgemeinen die Elemente eines in der Umgehung einer 
Stelle der Unbestimmtheit gültigen Fundamentalsystems haben. Wir ge- 
langen aber zur Lösung dieser Aufgabe, indem wir mittelst des Kreis- 
fortsetzungsverfahrens (s. Kap. VI) zunächst untersuchen, wie sich 
irgend ein Fundamentalsystem beim Umlauf um die betreffende singu- 
lare Stelle verhält, und dann nach demjenigen Fundamentalsystem' 
fragen, dessen Elemente sich bei demselben Umlauf möglichst einfach 
verhalten. Aus diesem Verhalten lässt sich endlich die analytische 
Gestalt eines in der Umgebung der betreffenden singulären Stelle gül- 
tigen Fundamentalsystems erschliessen. 

75. Aufstelliug der Fundameutalgleiohxing^). Es seirr^^O eine 
Stelle der Unbestimmtheit für die Differentialgleichung 

(1) P(x, y) = j/(«) + p,y^^''^ H I-i>nJ/ = 0; 

a; =S5 soll aber nicht zu denjenigen vom Gebiet der Differential- 
gleichung ausgeschlossenen Stellen gehören, die nicht einmal eine Um- 
gebung von endlicher Ausdehnung besitzen (s. Art. 3). Die Umgebung 
U von a; = ist also, je nachdem diese Stelle ausserwesentlich oder 
wesentlich singulär, ♦ ein Kreis oder ein Kreisring mit dem Mittelpunkt 
X i= und von nicht unendlich kleiner Ausdehnung. Wir wollen 
auch in dem ersteren Falle aus später ersichtlichen Gründen den 
Mittelpunkt durch einen beliebig kleinen Kreis ausgeschnitten denken, 
sodass wir als Umgebung U einer Stelle der Unbestimmtheit ä? = 
stets einen Kreisring mit dem Mittelpunkt a; = ansehen. Was wir 
suchen, ist also die analytische Gestalt eines Fundamentalsystems von 
Integralen der Gleichung (1) innerhalb des Kreisringes U. 

Wir wallen aber schon hier bemerken, dass alles Folgende auch 
gilt, wenn wir unter a; = eine ganz beliebige Stelle, nicht notwendig 
eine Stelle der Unbestimmtheit, und unter U irgend einen Kreisring 
mit dem Mittelpunkt x = verstehen, der keinen singulären Punkt 
enthält. Demnach kommt die folgende Untersuchung wesentlich da- 
rauf hinaus, dass wir nach der analytischen Gestalt der Integrale in 
einem ringförmigen Gebiet fragen. Während aber bei einer Stelle der 
Bestimmtheit x = 0, wie wir wissen, auch ein im Innern eines Kreises 
gültiges Fundamentalsystem existiert, ist es, wie wir sehen werden, 
für die Stellen der Unbestimmtheit charakteristisch, dass der Gültig- 

1) Vergl. Fuchs, Grelles Journ. Bd. 66. (1866) S. 131 ff. 
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keitsbereich eines jeden zugehörigen Fundamentalsjstems ein Kreisring 
ist. Hierin findet dann die oben gemachte Festsetzung über die Um- 
gebung einer Stelle der Unbestimmtheit ihre Begründung. 

Es sei nun x^=Xq eine beliebige reguläre Stelle des Ereisringes J7, 

(2) »1 ^2 • • • J/n 

ein für die Umgebuug von Xq definiertes reguläres Fundamentalsystem.* 
Von Xq aus beschreibe x einen geschlossenen Umlauf um x = innerhalb 
C/, indem es etwa die Kreisperipherie um ic = als Mittelpunkt durch- 
läuft. Dieser Weg ist nach Art. 44 eine zu a: = gehörige Funda- 
7nentalschleife, wenn U die Umgebung von a? «= bildet. Dabei möge 
das Fundamentalsystem (2) die Substitution 

erleiden, sodass 

(3) ; 

yn ^ aniyi + h ^nnS/n , 

WO man die aa nach Art. 43 berechnen kann^ allerdings im allgemei- 
nen nur in Gestalt unendlicher Eeihen. Die Determinante der Sub- 
stitution S, die nach Art. 43 =4= 0; bezeichnen wir durch 

Ä^\aik\ . 

Wir wollten nun Integrale suchen, die sich bei dem gedachten 
Umlauf möglichst einfach verhalten. Die einfachste Art der Ände- 
rung, die ein Integral erfahren kann, ist aber die, dass es in eine 
lineare homogene Function nur von sich selbst übergeht, d. h. dass es 
sich nur mit einer Constanten multipliciert. Ein Integral ly, das 
diese Eigenschaft besitzt, also die Gleichung 

(4) ^ = cj ^ 

erfüllt, wo o eine Gonstante, ist wie jedes Integral in der Form 

(5) rj = qyi -f C2J/2 H h c«y„ 

enthalten, wo die c von x unabhängige Grössen sind. Damit (5) die 
Eigenschaft (4) hat, muss also 

sein, d. h. unter Berücksichtigung von (3) 

(6) Ci(anyi H h ai«y«) H h C« («nl»! H h C^nnVn) 

Da aber j/i yg ... yn linear unabhängig sind, müssen in (6), wenn 
Alles auf eine Seite gebracht wird, die Coefficienten der einzelnen 
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y für sich verschwinden, sodass wir für c^ Cg . . . c« die n linearen 
homogenen Gleichungen erhalten 

(a,i — c})ci + ofai^a H h «mC« =0 

«12^1 + («22 ^y^ H h «n2Cn = 



(7) 



«InCl 



+ 



«271^2 



H h («nn 



(0 



)Cn = 0. 



Diese ergeben aber dann und nur dann für die c ein anderes Wert- 
system als das triviale, bei dem alle c = sind , wenn die Deter- 
minante des Gleichungssystems (7) verschwindet, d. h. wenn cd eine 
Wurzel der Gleichung 



(8) 



^(o,)- 



«11 — « ; 



tt 



12 



«m 



«21 » • • • ? 
«oo CO 



^22 



} 



• } 



CCnl 
CCn2 



«2» 



a 



nn 



O 



= 



ist. Diese Gleichung heisst die zu dem ietrachteten Umlauf gehörige 
Fundamentalgleichung. Wenn der Umlauf eine Fundamentalschleife ist, 
können wir auch sagen : die zu der Stelle a: = gehörige Fundamental- 
gleichung, 

Das Ergebnis des gegenwärtigen Artikels ist daher dieses: 
Damit "bei einem beliebigen Umlauf ein Integral (5) sich nur mit 
einer OmstaMen o multipliciere, muss o eine Wurzel der zu diesem Um- 
lauf gehörigen Fundamentalgleichung (8) sein, worauf sich die Constanten 
des Integrals (5) aus dem Gleichungssystem (7) ergeben. 

76. Invarianz der Linearteiler der Fundamentalgleichung^). 
Bevor wir uns aber an die Verwertung der Fundamentalgleichung für 
denjenigen Zweck, zu dem sie aufgestellt wurde, begeben (Kap. XII), 
müssen wir uns mit den Eigenschaften dieser wichtigen Gleichung 
noch näher bekannt machen. 

Wir gelangten von dem für die beliebige Stelle Xq in U beliebig 
fixierten Fundamentalsystem (2) ausgehend zu der Gleichung (8). Für 
die spätere Nutzanwendung ist es zunächst wichtig, die Unabhängig- 
Jceit der Fundamentalgleichung von dem zu Grund gelegten Fundamental- 
System darzuthun, d. h. zu zeigen, dass man zu derselben Gleichung 
gelangt beim Ausgang von einem ganz beliebigen anderen Fundamen- 
talsystem 

(2-) 



^17^2» 



., Zn^ 



1) Vergl. zu diesem und dem folgenden Artikel Hamburger, Grelles Joum. 
Bd. 76. (1873). S. 115 iF. 
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sobald nur die beide Male von x beschriebenen Umläufe nicht wesentlich 
von einander verschieden sindy d. h. genau dieselben singulären Punkte 
einschliessen. 

Ist dies nämlich der Fall, so können wir den zweiten Umlauf, 
ohne sein Ergebnis zu ändern (s. Kap. VI), so umgestalten, dass er 
sich zusammensetzt aus einem Weg von seinem Ausgangspunkt x^y der 
im Gültigkeitsbereich der Integrale is^ z^, . , 0n liegt; nach Xq^ aus dem 
Kreisumlauf von x^ aus innerhalb TJ und aus demselben Weg wie 
vorher von Xq nach x^ zurück. Es sei 

(9) I ..... . 

\zn ^ yrnVl H h ynnVn 

r 

der bei dem Weg von x^ nach Xq erzielte Ausdruck der z durch die y. 
Die Werte der Coefficienten ya werden dabei geradeso bestimmt wie 
im Kap. VI, auch wenn z^ e^, . , 8n nicht ein für die Umgebung einer 
regulären Stelle definiertes Fundamentalsystem ist, indem man Zi...en 
zuerst nach Formel (10) Art. 43 durch ein in der Umgebung von x^^ 
gültiges reguläres Fundamentalsystem ausdrückt und dann wie dort 
fortfährt. Ddk 0^ g^ . , . Zn ein Fundamentalsystem bilden, ist auch um- 
gekehrt yx...yn durch z^ . , . Zn ausdrückbar und daher auch hier 

Bei dem ganzen Umlauf von x^ aus möge nun das Fundamentalsystem 
(2*) übergehen in 

f^l = Al^l H h ßln0n 



wo 



_0n = ßnl^l + ' ' ' + ßnn^n , 

sodass die aus dem Fundamentalsystem (2*) entstehende Fundamental- 
gleichung die Gestalt 



(8») 



erhält. 



Bia>) 



ß, 


11 


CO, 




ßn 


9 • 


• • } 


^»1 




/^12 


J 


A2 


CO , . 


• • j 


ßni 




• 
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) • 


• •) 


m 




^1» 


i 




ß»n 


; • 


• •} Pnn 



CO 



= 



Nach den vorangehenden Erörterungen über die beiden Umläufe 
von Xq und x^ aus besteht nun zwischen den Substitutionen 

(«t*); {ßih), (y.*), 



' i ^ ' *■ — 1 

*// Kt *>//^ d^ \Asi CoK,|y/>I^>/a 2r>r<;:*T S:icsrlt:iii:nen isuner die 
X^./^/i ^^f <rf<V^j rr.,'t <Jfrrj Oylonü^ai d*rr ziredten coinp-jEiert werden, 

/>.i ^1, J,,. ., »,, 

\U\M ffmu jHv.t 4m Produkt der Determinanten C and A(€ol) durch 
^'otnff^fHiiion Act Z«ilen^ AtxiiHtet'imiB das Prodakt ron ^(o) und C 
dr/r/jJi iiomfponiiton ihr Colonnen, «o erhalt man zufolge (11) das- 

wo 

nJJ; Odrf) i . ... . :. 

l)«?rnna(j|i ihI/ für j^don Wert von m 

^(w) = jy(a)), 

d, li. <lin b()i(l()rt l^^undauientalgleichungen (8) und (8^) stimmen in 
\\\nu\ (Jooi'fUuonten und folglich in ihren Wurzeln oder Linearteilern 
(lixtrolri. 

Wir liabon uIho /iUnilchnt das Resultat: 

Pia Jdincurlviler der m einem lestimmten Umlauf gehörigen Fun- 
ilatnmttUglrhlnmf/ äind von der Wahl des zu ihrer Bildung lenutztm 
hindamnUalsyntcms unahhängig, 

??• luvarlani der Slomentarteiler der Fundamentalgleichung. 
Wir klWiiiou abor noch eine erheblich weiter gehende Folgerung aus 
dt^u Idtiutitllion (13) Kiohon. 

Hiroiohl muu in einer Determinante n^ Grades v Zeilen und 
^ {hUnwmu no ptilstehl eine Untcrdeterminante v^^ Stufe, die (n — v)^ 
HbMUonto t>)\ildUt. Solobor Unterdotorminanten v^ Stufe kann man 

(|!) M* bildon. Uioao Uuterdoterminanten wollen wir 



(/, *== 1,2, . ..,/() 
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bei Ä{<o) mit üik 
„ jB(a)) „ ia 

bezeichnen, wo ein bestimmtes Wertenpaar von i und Je andeutet, 
dass die betreffende Unter determinante durch Streichung einer be- 
stimmten Zeilencombination und einer bestimmten Colonnencombina- 
tion aus der zugehörigen Determinante w*®° Grades entsteht. 

Nach einem Satz der Determinantentheorie ^) folgt dann aus (12) 
und aus der Art, wie die Determinantenmultiplicationen ausgeführt 
wurden, einerseits 

dik = CiiOki + C/2a*2 + • • • + Ci/^ak^ 

(t, *=1, 2,...,^/) 

andererseits 

dik = hiCik + i2iC2k + • • • + iiLiiCfikf 

(i, t=l, 2,...,/u) 

also 

(14) Cnaki H + Cif^ük^i = buCik H H 'b^iC^u^ 

(t, * = 1, 2,...,/*) 

Die [L^ Gleichungen (14) kann man nun sowohl benutzen, um die auf 
der linken Seite stehenden aa durch die rechts stehenden hikj als auch 
umgekehrt diese durch jene auszudrücken. Giebt man nämlich h 
irgend einen festen Wert und i die Werte 1,2,... fi, so hat man 
ft Gleichungen für die jetzt als Unbekannte zu betrachtenden Grössen 

links, während rechts alle fi^ htk auftreten. Die Determinante des 
Gleichungssystems links ist 

|'C,-Jb| (t, *=1, 2,...*,|tO, 

d. h. die Determinante des Systems der ft^ Unterdeterminanten v^^ 
Stufe von 0. Diese Determinante hat aber den Wert^) 

I Cik I = C 

und ist daher 4= 0. Da das Gleiche für jeden Wert von k gilt, so 
drücken jene Gleichungen in der That sämtliche ft^ atk linear und 
homogen durch die .6,* aus. — Benutzt man die Gleichungen (14) um- 



1) S. Anhang. 

2) S, Baltzer, Theorie n. Anw. d.Det. 6. Aufl. §7. 6. S. 68. 
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gekehrt; so erscheint rechts wieder jedesmal | dk \ als Determinante^ 
und die ba werden linear und homogen durch die aa ausgedrückt. 

Hieraus ziehen wir den Schluss: Wenri sämtliche Unterdeterminan- 
ten Oik ßurch einen Linearteiler o — Oj von A(a)) teilbar sind, so sind 
auch sämtliche ba durch diesen teilbar^ und umgekehrt. Wenn (jo — (dJ^" 
die höchste Poten0 des Linearteilers ist, welche noch in allen an, enthalten 
ist, so ist eben diese auch die höchste in allen ba noch enthaltene Potenz 
und umgekehrt. 

Nun hat man folgende Bezeichnung^) eingeführt: Sei (o — co^y 
die höchste Potenz von co— Oj, welche in Ä(cai) selbst enthalten ist, 
(o — coiy* die höchste noch in allen ünterdeterminanten 1*®' Stufe 
von A(p) enthaltene Potenz, (cd — co^y* die höchste in allen ünter- 
determinanten 2*®' Stufe, u. s. w. endlich (ra — Oi/^~^ die höchste 
Potenz von o — oji, welche in allen Unterdeterminanten (fi — 1)*®' 
Stufe von Ä{(x}) enthalten ist, während die Unterdeterminanten 9*®' 
Stufe nicht mehr sämtlich durch o — co^ teilbar sind. Dann nennt man 

(o — cji) "" ', (ai — (Dl) ^~ », . . ., (cd — CDi) (/""^ 

die Q Elementarteiler der Determinante -4 (cd), in welche die A*® Potenz 
des X' fachen Linearteüers cd — cd^ gespalten ist. Denn es ist ja 

(15) (cd - CO^f = (cd — CDi)^""^* . (cd — CDi)^*"^ ... (cd — CDi)Vl. 

Mit Hülfe dieser Terminologie können wir nun das Resultat 
dieses Artikels, welches dasjenige des vorigen mitumfasst, auch dahin 
aussprechen: 

Die Zerlegung der zu einem bestimmten Umlauf gehörigen Funda- 
mentalgleichung in Elementarteiler ist unabhängig von dem zu ihrer Bil- 
dung benutzten Fundamentalsystem. 

78. Grad der Unbestimmtheit des GleiehtmgssystemB (7). Aus 
dem vorstehenden Resultat wollen wir noch eine Folgerung ziehen in 
Bezug auf den Grad der Unbestimmtheit des Gleichungssystems (7), 
welches uns zu der Fundamentalgleichung führte, und das wir zur 
Berechnung der c^ . . . c» , d. h. zur Berechnung des Integrals (5) mit 
der Eigenschaft (4) brauchen, wenn für m eine Wurzel der Funda- 
mentalgleichung eingesetzt wird. 

Ein System linearer homogener Gleichungen heisst bekanntlich*) 
einfach unbestimmt, wenn seine Determinante verschwindet, ohne dass 
alle ihre Unterdeterminanten erster Stufe verschwinden, zweifach 



1) Weierstrass, Monatsberichte der Berliner Akademie 1868. S. 310 ff. 

2) S. Baltzer, Th. u. Anw. d. Det. § 8. 2. S. 72 ff. 
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unbestimmt, wemi alle ünterdeterminanten erster Stufe verschwinden, 
aber nicht alle zweiter Stufe u. s. w., weil sich alsdann die sämtlichen 
Unbekannten des Systems bezw. durch eine, zwei, u. s. w. willkürlich 
bleibende von ihnen linear und homogen ausdrücken. Nach dem vor- 
angehenden Artikel können wir nun sagen: 

Der Grad der Unbestimmtheit des Gleichungssystems (7), wenn für 
CO eine Wurzel der Fundamentalgleichung eingesetzt tvird, ist unabhängig 
von dem zu seiner Bildung benutzten Fundamentalsystem. 

Wenn nun für eine Wurzel co = cj^ der Fundamentalgleichung 
zuerst die Unterdeterminanten p*®' Stufe nicht sämtlich verschwinden, 
so ist also das Gleichungssystem (7) für g) ^^ cj^ ^-fach unbestimmt. 
Andererseits ist dann nach (15) q die Anzahl der zu dem Linearteiler 
(0 — Ol gehörigen Elementarteiler. Wir können also weiter aussagen: 

Der Grad der Unbestimmtheit des Gleichungssystems (7), wenn für w 
eine Wurzel der Fundamentalgleichung gesetzt unrd, ist identisch mit der 
Anzahl der dieser Wurzel entsprechenden Elementarteiler, 

79. Fundamentalgleichung für eine Stelle der Bestimmtheit 
und ihre Beziehung zur determinierenden Gleichung. Es wird dazu 
dienen, uns mit der Fundamentalgleichung noch vertrauter zu machen, 
wenn wir dieselbe für eine solche Stelle bilden, in deren Umgebung 
wir bereits ein Fundamentalsystem von Integralen besitzen, nämlich 
für eine Stelle der Bestimmtheit. Zugleich wird dabei die sich auf- 
drängende Frage, welche Beziehung zwischen der Fundamentalglei- 
chung und* der determinierenden Gleichung besteht, ihre Beantwortung 
finden. 

Es sei also x =0 jetzt eine Stelle der Bestimmtheit der Diffe- 
rentialgleichung (1),. Zur Bildung der zugehörigen Fundamental- 
gleichung können wir nach Artikel 76, 77 das für die Umgebung 
eben dieser Stelle definierte Fundamentalsystem benutzen, welches 
nach Kap. IX i|^ Untergruppen eingeteilt ist. Die letzteren wollen 
wir in der modificierten Gestalt des Artikel 68 voraussetzen, wobei 
0)^, (Dg;... die schon im Artikel 51 eingeführte Bedeutung haben 
(16) a)« = e'^«''** («=.1,2,...,«), 

sodass allen Wurzeln r derselben Gruppe ein und dasselbe co ent- 
spricht. Dann lautet das Coefficientensystem (ccik) (s. 61. (3)) für diese 
spezielle Wahl des Fundamentalsystems ^i . . . y» derart, dass die 
Elemente der Hauptdiagonale cö^, a)2,.,.y(0n sind, links von jedem 
cj 1 steht, ausser wenn das betreffende o von einem Integral erster 
Stufe herrührt, alle übrigen Elemente aber den Wert Null haben. 
Hiernach wird die Fundamentalgleichung 
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1=0, 



wobei alle aasserhalb der durch besondere (nur zur Anschaulichkeit 
dienende) Linien eingerahmten Hauptunterdeterminanten stehenden 
Elemente Null sind und die eingerahmten Determinanten, soweit sie 
€9i — (D in der Hauptdiagonale enthalten, sich zusammensetzen aus 

f»0 Determinanten ersten Grades, 
/t| .« zweiten 
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l^i 



V 



0+1) 



ten 



7> 



entsprechend den einzelnen Untergruppen erster, zweiter, ...,(? + 1)**^' 
Stufe (s. Art. 67). Die dann folgenden eingerahmten Hauptunterdeter- 
minanten in ^(17) sind entsprechend mit den von w^ verschiedenen 
Grössen (Oa gebildet. 

Da hiemach die linke Seite der Fundamentalgleichung (17) das 
Produkt der eingerahmten Hauptunterdeterminanten ist und demnach 
den Wert hat 



(18) 



A{p) =r= (©1 — Cd)(cö2 — ö) . . . (©» — C}\ 



so sind die Zahlen coa die Wurzeln der Fundamentalgleichung. Wir 
haben daher zunächst das Resultat: 

Bei einer Stelle der Bestimmtheit ^ deren determinierende Gleichung 
die Wurzeln r^ r^ . . .r^ besitzt, sind 



tOi 



^"a^^ (a=il,2,...,n) 



die Wurzeln der zugehörigen Fundamentalgleichung. Einer Wurzelgruppe 
r^r^ . . .Ti der ersteren und demgemäss einer Gruppe von X Integralen 
des zugehörigen Fundamentalsystems entspricht daher ein X-facher Linear- 
teiler der Fundamentalgleichung. 
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80. Beziehung zwisohen den Integraluntergruppen bei einer 
Stelle der Bestimmtheit und den Elementarteilem der Fundamen- 
talgleichung^)« Wie wir im vorigen Artikel gesehen haben, dass den 
titegral^rw^pen eines Fundamentalsystems bei einer Stelle der Be- 
stimmtheit die Linearteiler der Fundamentalgleichung entsprechen, 
können wir uns nunmehr noch davon überzeugen, dass den Integral- 
untergmppen die Elementarteüer entsprechen in der Weise, dass der 
Anzahl der Untergruppen einer Gruppe, die einem Linearteiler coi — o 
entspricht, die gleiche Anzahl von Elementarteilern, in die (oj^ — o)^ 
zerfallt, und jeder Untergruppe von bestimmter Stufe ein Elementar- 
teiler von gleichem Grade gegenübersteht. 

Zu dem Ende erinnern wir uns einerseits daran, dass die ein- 
gerahmten Hauptunterdeterminanten in (17) nach Zahl und Grad den 
Untergruppen nach Zahl und Stufe entsprechen. Andererseits werden 
wir zeigen, dass jede dieser Unterdeterminanten zu einem Elementar- 
teiler gleichen Grades führt, womit der Beweis unserer Behauptung 
dann erbracht ist. 

Wir erhalten aus der Determinante (17) Unterdeterminanten v^' 
Stufe, wenn wir v Zeilen und v Colonnen streichen. Zunächst ist 
leicht zu sehen, dass, wenn bei diesen Streichungen eines der ein- 
gerahmten Quadrate in ein Rechteck übergeht, die entstehende ünter- 
determinante v^' Stufe identisch Null ist. Denkt man sich nämlich 
alsdann das Rechteck durch geeignete Zeilen- und Colonnen-Vertau- 
schungen 'etwa in die linke obere Ecke der ganzen Determinante 
gerückt, so steht unter, bezw. rechts neben diesem Rechteck ein 
anderes Rechteck, dessen Elemente sämtlich Null sind und bei dem 
die Zahl der Zeilen und Colonnen zusammen >n — v^ d. h. grösser 
als die Ordnung der Determinante, ist. Die betreffende Unterdeter- 
minante 1/*®' Stufe hat demnach den Wert NulP). 

Um die Elementarteiler der Determinante (17) aufzusuchen, brau- 
chen wir daher nur solche Unterdeterminanten derselben in's Auge 
zu fassen, bei denen nach den Zeilen- und Colonnen Streichungen inner- 
halb der Einrahmungen immer noch quadratische Systeme stehen, mit 
andern Worten, bei denen nur solche Reihenpaare (Zeile und Colonne) 
gestrichen sind, die sich innerhalb der eingerahmten Hauptunter- 
determinanten kreuzen. Die höchste Potenz von c^^ — co, welche in 
sämtlichen Unterdeterminanten v*®' Stufe enthalten ist, finden wir. 



1) VergL Sau vage, Annales de rficole normale supärieure, S^^ S^rie, t. 8. 
(1891). S. 312 flF. 

2) Vergl. Baltzer, Th. u. Anw. d. Det. 6. Aufl. § 4. 2. S. 33. 
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wenn wir diejenige Unterdeterminante i/*®' Stufe von (17) aufsuchen, 
die nicht identisch Null ist und den Faktor a>i — a> in möglichst nie- 
driger Potenz enthält Betrachtet man aber eine der eingerahmten 
Hauptunterdeterminanten für sich 



Oj — 0», ...,0, 





1 jOjj— ro, ...,0, 





, 1 »Cj a»,...,0, 






, , ...,1, Oll — ca 

so erkennt man, dass durch Streichung der ersten Zeile und letzten 
Colonne diese Determinante den Wert 1 erhält, der Grad von o^ — (o 
also um möglichst viel erniedrigt wird. Nimmt man also diese Streichung 
bei V eingerahmten Hauptunterdeterminanten möglichst hoher Grade 
vor, so erhält man eine ünterdeterminante v^' Stufe, die nicht iden- 
tisch Null ist und den Faktor ©i — cd in möglichst niedriger Potenz, 
etwa (coi — ß>) "> enthält. Alle andern ünterdeterminanten enthalten 
diesen Faktor in gleicher oder höherer Potenz; also ist (oji — o) " die 
höchste Potenz von coi — o, welche in sämtlichen Unterdeterminanten 
v*^' Stufe als Faktor enthalten ist. Auf diese Weise findet man die 
gemeinschaftlichen Faktoren 

aller ünterdeterminanten bezw. erster, zweiter u. s. w. Slufe. Hat 
man endlich bei sämtlichen i/^ Hauptunterdeterminanten, die co^ — o 
in der Hauptdiagonale haben, diese Streichung vorgenommen, so erhält 
man daher eine Unterdeterminante Vq^^ Stufe von Ä(a)) in (17), die 
gar nicht mehr durch ö^ — cj teilbar ist; d.h. Ay^ ist Null. Die Diffe- 
renzen der Zahlen A, A^, A,, . . ., Ay^ (= 0) 

A Aj , Aj A2 , • • • , Ay^ — i 

sind demnach die Grade der Elementarteiler von ^(co), welche zu- 
dem A- fachen Linearteiler (g)^ — coY gehören. 

Andererseits entsteht aus -4(a)), welches durch (o^ — 0)^ teilbar 
ist, nach dem Obigen durch Streichung der ersten Zeile und letzten 
Colonne in einer Hauptunterdeterminante höchsten Grades eine Unter- 
determinante erster Stufe, welche nur noch durch (©i — o)^» teilbar 
ist. Durch diese Streichung hat die betreffende Hauptunterdeterminante 
also den Faktor (o^ — ß))^-~^i verloren und war somit vorher vom 
Grade A — A^, u. s. w. Auf diese Weise ergiebt sich, dass die Zahlen 

A Aj, Aj^ ^— Ag, . . .; Ay^j—l 
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auch die Grade der einzeln eingerahmten Hauptunterdeterminanteu 
und damit die Stufenzahl der einzelnen Untergruppen der Gruppe F 
liefern. 

Wir haben daher die ausgesprochene Behauptung erwiesen: 
Bei einer Stelle der Bestimmtheit entwicht die Zerlegung einer dem 
X' fachen Linearteüer o^ — o der Fundamentalgleichung zugeordneten In- 
tegralgruppe in Untergruppen nach Zahl und Stufe der letzteren der 
ZerfäWung von {p^ — co)^ in Elementarteiler nach Zahl und Grad derselben. 



Heffter, Differentialgleichttngen. 11 






KitilÄL iioxieL fei iTLCfiii wir nix tt^ Hijf* inr Jtti fj LTriffraT; rifärir. »t^.; 



- ■ - -' 



!Erfc vii z^=^\ x^s Krn^elz'rr.Vi fTTiftf Krssriiiri* n Sesiess. Fläche 



fr*c iii- Z- eii.*^:: UmlE-irf iiif €cii«L iüerLÄÜr IT Tyr.fe:r?RTt5fgi, den 



i' ^ D = = ■: - 

«Im , - . - - c» — e 



3, 



I 
I 



«;i — ©1 <-! ^ c,:r. 



fil.e. -; r- C,, — o^f,= l.' 



jr^t tagendes SjBtem Ton Ziüen c^ q . . ^,, ci* nicht ^i:itlich Null 
^üA, mütln, weim »i - - - y« irgend ein in der Umg^b^iaig eines in U 
^^I^^csen, als*o reg^iliren Piuiktes x^ de£ziertes FucdamentalsTstein 
tMi^jxen, ein Integral ^ da* Gleiehiaig 1) 
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(4) I2i = ^lyi H h (^nVn , 

dessen ümlaufsrelation bei dem betrachteten Weg 

(5) ^1 = (Dl 1^1 

lautet. 

Die analytische Gestalt eines Integrals mit dieser Ümlaufsrelation 
ist leicht aus der letzteren abzuleiten. Setzt man 

(6) ^1 = 2^,- log Ol, 

unter r^ einen beliebigen der unendlich vielen, aber nur um ganze 
Zahlen verschiedenen Werte der rechten Seite von (6) verstehend, so 
multipliciert sich die Function 

bei dem Umlauf, der ja den Punkt ^ = einschliesst, wie ri^ nur mit 
der Gonstanten ai^. Der Quotient 

ist daher eine innerhalb U eindeutige Function. Da aber TJ nur aus 
regulären Punkten besteht, so ist ri^ innerhalb TJ auch allenthalben 
endlich, stetig und besitzt in jedem Punkt eine bestimmte Ableitung. 
Das Gleiche gilt von af», folglich von dem Quotienten, der überdies 
eindeutig ist. Der letztere ist also nach dem Laurent'schen Satz 
durch eine innerhalb des Ringes U convergente Reihe darstellbar, die 
nur ganze Potenzen von x, aber im allgemeinen unendlich viele 
Potenzen mit negativem Exponenten enthält. 

Das Integral rj^ hat also innerhalb ü die analytische Gestalt 

(7) rj, = x^^ (p, {x) , 

wo r*!^ - — 7 logcoi, q>i(x) eine innerhalb U eindeutige Function mit im 

allgemeinen unendlich vielen negativen Potenzen ist. 

Besitzt g?i wirklich unendlich viele negative Potenzen, so müssen 
wir sagen, die Beihe'i^^ verhalte sich in dem Kreisring um « = 0, bezw. 
— wenn dieser die Umgebung von a; = darstellt — in der Um- 
gebung von ir = 0, oder kurz, hei a; = 0, oder endlich, alle Fälle zu- 
sammenfassend, in Bezug auf x ^=0 unbestimmt 

Sind nun die n Wurzeln der Fundamentalgleichung (2) ,. 

11* 
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sämtlich von einander verschieden, so erhalten wir auf diese Art n 
Integrale 

(8) 71^ = x'^q)^ {x) j 71^ = x'^(p^{x) , . . . , i^„ = a;''«g?„(x) , 

wo 

(9) ra^2^l0gOa (a = l,2,....n) 

und 9?! 92 • • • 9« innerhalb TJ eindeutige Functionen sind. Diese n In- 
tegrale sind aber linear unabhängig. Denn es können sich nicht zwei 
der Zahlen r um eine ganze Zahl oder Null von einander unter- 
scheiden, weil sonst zwei der o einander gleich wären. Folglich ent- 
hält jede der n Reihen (8) andere Potenzen von x als alle übrigen, 
woraus nach Satz 2 des Anhangs, Zu Kap. IV, die lineare Unabhängig- 
keit der Reihen folgt. 

Ist nuD a; = Stelle der Unbestimmtheit oder liegt auf der 
inneren Begrenzungsperipherie von {7, bezw. innerhalb derselben, ohne 
mit a; = identisch zu sein, ein wirklich singulärer Punkt (s. Art. 34), 
so muss mindestens eine der Reihen (8) sich thatsächlich unbestimmt 
verhalten. Denn andernfalls hätten wir ja n linear unabhängige, sich 
bestimmt verhaltende Integrale, ic = wäre also nach Kap. X Stelle 
der Bestimmtheit und, da die Reihen (8) dann ihrer analytischen 
Gestalt zufolge in dem ganzen Innern des äusseren Begrenzungskreises 
gültig wären*), müsste dieses ganze Kreisinnere — abgesehen höch- 
stens von X ^=0 selbst — von wirklich singulären Punkten frei sein. 

Wir haben daher zunächst das Resultat: 

In einem Kreisring ü mit dem MittelpunM a? = 0, dessen Fläche 
von singulären Punkten frei ist, existiert hei Verschiedenheit sämtlicher 
Wurzeln co^ co^ . . . C3n der zugehörigen Fundamentalgleichung ein Funda- 
mentalsystem von Integralen 

wo 

ra ^ 5—^ log Oa (« = 1,2,...,«), 

und die (p innerhalb U eindeutig sind, aber sich im allgemeinen unbe- 
stimmt verhalten, — Ist insbesondere a? = Stelle der Unbestimmtheit 
(U also 0. B. die Umgebung derselben) oder liegt auf der inneren Be- 
gren0ungsperipherie von U, bezw. innerhalb derselben ein von x = ver- 
schiedener unrklich singulärer Punkt, so verhalt sich sicher mindestens 
eine der Reihen (8) unbestimmt. • 



1) Denn die Reihen (8) enthielten nach Abtrennung der Faktoren x'' dann 
nur eine endlicTie Anzahl negativer Potenzen. 
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82. Verfahren bei mehrfachen 'Wurzeln der Fundamentalglei- 
chung. Wir gehen jetzt zu dem allgemeineren Fall über^ dass die 
Fundamentalgleichung auch mehrfache Wurzeln besitzt, co = o^ sei 
eine A- fache Wurzel derselben. Dann bekommen wir zunächst jeden- 
falls ein Integral von derselben Gestalt wie vorher, in welchem wir 
jetzt aber den eindeutigen Bestandteil mit (p^^ bezeichnen, also ein 
Integral 

(10) rj^ = x^^(pii(x), 

wo r^ ^ r — : log cDj und (p^^ innerhalb U eindeutig ist und sich im 

allgemeinen unbestimmt verhält* Da es jedoch jetzt weniger als n 
verschiedene Wurzeln o« giebt, erhalten wir auf dieöe Art zunächst 
weniger als n Integrale. 

Um die Zahl der Integrale auch in diesem Fall zu n zu ergänzen, 
wenden wir wieder die in Artikel 29, 30 entwickelte Fuchs'sche 
Methode an. Wir substituieren in (1) 

(11) j/ = nij^dx, 
woraus folgt 

und erhalten 

(12) P(a?, njn dx) = P(x, ri,)f0dx + Q(x, z) , 
wo 

■ + 

Damit (11) ein Integral von (1) ist, muss also z ein Integral der 
Differentialgleichung 

(13) Q{x,0) = O 

sein, und jedes solche liefert in (11) eingesetzt ein Integral von (1). Da 
nun alle Ableitungen von rj^, abgesehen von dem Faktor af^, wieder 
innerhalb U eindeutige Functionen von x sind, so ist (13) nach Divi- 
sion durch 1^1, Wieder eine Differentialgleichung mit innerhalb U ein- 
deutigen Coefficienten. 

Wir wollen jetzt die Beziehung aufsuchen, welche zwischen 
Ä(ca)) = und der zu demselben Umlauf gehörigen Fundamental- 
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gleichang yon (13) besteht. Zu dem Ende bilden wir die Fundamen- 
talgleichnng von (1) mittelst eines Fundamentalsystems, das aus 
Vi Vi • • -tfn entsteht^ wenn eines dieser Integrale durch i}^ ersetzt wird. 
Da nämlich in (4) nicht alle c = sind^ können wir annehmen^ dass 
etwa c^ 4° sei. Dann bilden aber die Integrale 

(14) VlViVz'" Vn 

ein Fundamentalsystem; weil jedes Integral durch y^ y^- - - ynj yi s^ber 
wiederum, durch rj^ y^* • • Vn ausdrückbar ist. Benutzt man (14) zur 
Bildung der Fundamentalgleichung von (1)^ so lautet dieselbe, wenn 
dabei die Umlaufscoefficienten von y^ . . .yn mit ßn bezeichnet werden, 



(15) 



sodass 



(16) 



Ä{<o) 



O^ — CO , 






ßnl 
ßn2 



, ß2n } • ' '7 ßnn GJ 



= 0, 



^(ö) ^ (oji — (O) 



^22 — CJ , . . . , /3„i 



ßin > • • •; ßnn C 



um nun die Fundamentalgleichung Äi{a)) = der Gleichung 
(13) zu bilden, erinnern wir uns daran (s. Art. 29), dass die w — 1 
Functionen 



(17) 



d y, 



ä 2/8 



^^ — dxTii' ^^ — dxm '•••'"» 



_ ^ Vn 

dx rji 



ein Fundamentalsystem von (13) bilden. Die Umlaufsrelationen der- 
selben sind leicht zu ermitteln. Es ist ja (s. Gl. (15)) 



(18) 



/^\ = &i + &^ 



Pas y» 



Vi 



+ 



ß 



P«2 2/2 






ißin^n 



I r nn yn 

fl»i Vi 



Da nun 



-''^Uv)^r.© (-».v-n)«), 



so erhält man aus (18) durch Differentiation nach x 



1) S. Anhang. 
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!^2 = 



P: 



22 



(19) 



J 



(O. 



^2 + 



, ßsn 






(D 



Ol 






and folglich als Fundamentalgleichung von (13) 



(20) 



Aip) 



'2« 



(0, 



— Gi 



ft» 



Ol 



|J 



nj 



CO. 



p 



nn 



CO, 



0) 



= 0. 



Multipliciert man diese Gleichung mit o^*»""^ , indem man in der Deter- 
minante jedes Element mit (d^ multipliciert^ so folgt aus der Yerglei- 
chung mit (16) 

(21) a,,»-M,(«,) = ,-^^«"»'^ 



COCOi 



Sind also o^ o^ • • • ^n; wo co^ = cog =*=•••== c);i, die Wurzeln von 
A{p) «== 0, so sind diejenigen von A^{pi) = 



fl>o CO« 



CO- 



ß). 



'8 "'Z "n 



COj COi 



00. 



CO. 



von denen die X — 1 ersten den Wert 1 haben. Dieses Ergebnis, 
welches in bemerkenswerter Weise an ein für die determinierende 
Gleichung in Artikel 47 abgeleitetes erinnert, sprechen wir dahin aus: 
Der X'fcLchm Wurzel Oj der Fundamentalgleichmig der vorgelegten 
Differentialgleichung (1) entspricht die (l— 1) -fache' Wurzel 1 der Fun- 
damentalgleichung der Differentialgleichung (13). 

83. Integralgruppen entspreohend den mehrfachen Lineartei- 
lem der Fundamentalgleichimg. Aus dem vorstehenden Resultat 
folgt nun, wie vorher, dass die Differentialgleichung (n — 1)*^ Ord- 
nung VI z (13) ein innerhalb ü eindeutiges Integral g^ besitzt, mithin 
die vorgelegte Differentialgleichung (1) nach (11) das Integral 

^2 = ^l/52^^- 

Mit der Differentialgleichung (13) wird alsdann geradeso ver- 
fahren, wie oben mit (1), sodass man ein Integral derselben 

findet, wo d"^ innerhalb U eindeutig ist, also für (1) das Integral 

%EEri^ft^dxfd'^dx 
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u. s. w. So fortfahrend gelangt man schliesslich zu einer Differential- 
gleichung (w — A + 1)*®' Ordnung, deren Fundamentalgleichung 1 nur 
noch als einfache Wurzel besitzt, sodass sie die letzte ist, welche ein 
eindeutiges Integral in U 

tx 
liefert. Demgemäss erhalten wir entsprechend der A- fachen Wurzel 
©1 der Fundamentalgleichung (2) von (1) die Gruppe F von A Integralen 



(22) 






wo 1^1, ^, ^Qf-jXi sämtlich innerhalb U gültig sind, sich im all- 
gemeinen in Bezug auf a?==0 unbestimmt verhalten, ^^ bis auf den 
Faktor x*"^, die übrigen unmittelbar in U eindeutig sind. 

Die analytische Gestalt dieser Gruppenintegrale nach Ausführuug 
der Integrationen ist leicht zu ermitteln. Da die zuerst zu integrie- 
rende Function eindeutig ist und dann immer wieder mit einer ein- 
deutigen Function multipliciert wird, abgesehen von der letzten Mul- 
tiplication mit tj^j worauf ja aber nicht mehr integriert wird, so greifen 
hier genau dieselben Überlegungen Platz wie in Artikel 48 und bei 
der näheren Ausführung des Verfahrens im Anhang, Zu Kap. VII, -— 
natürlich nur insoweit, als sich dieselben nicht auf die Anfangs- 
potenzen der in Frage kommenden Reihen beziehen. Die Gruppe (22) 
hat daher nach Ausführung der Integrationen die Gestalt 

« 

122 = ^»''4921 + 9^22 log a?] 

% = x"-^ [9?8i + 9?32 log X + 9)33 log^a;] 



(22») 



«2^= af* [q>xi + q>x2 logo? + q>xi log^a; -j + g^xx log^^a;] , 



wo die q) sämtlich innerhalb {/eindeutig sind, aber sich im allgemeinen in 
Bezug auf x=0 unbestimmt verhalten. Die Functionen g?«« (« = 1,2,..,^) 
sind bis auf einen constanten Faktor, der auch Null sein kann, mit 
(Pij^ identisch. Lässt man die Integrationsconstanten willkürlich, so 
enthält jedes Integral die in der Gruppe vorangehenden in sich. Der 
Grad von loga;, bis zu welchem die Integrale thatsächlich aufsteigen, 
nimmt daher in der Folge von rj^ zu rjx nie ab. Die Umlaufsrelatio- 
nen und die sich daraus ergebenden Beziehungen zwischen den Func- 
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tionen q)aß (vergl. Art 51. 52) können wir zwar nicht in derselben 
Weise wie in Art. 51, aber hier wie dort mittelst der soeben gemach- 
ten Bemerkung über die willkürlichen Integrationsconstanten in (22) 
(s. dort Art. 50) ableiten. Wir wollen indessen dies hier nicht näher 
ausführen , weil sich die gedachten Relationen bei der nachfolgenden 
Zerlegung der Gruppen in Untergruppen einfacher und vollständiger 
ergeben. Unmittelbar sieht man jedoch, dass nach dem Umlauf jedes 
Integral derselben Gruppe angehört wie vorher. 

Verföhrt man nun wie bei ao^ bei allen Wurzeln der Fundamen- 
talgleichung, so erhält man im ganzen n Integrale, da jeder mehr- 
fachen Wurzel, eine Iniegralgruppe von gleicher Gliederzahl zugeord- 
net ist. Der Nachweis, dass dieselben ein Fundamentalsystem bilden, 
erfolgt wieder in der gewohnten Weise. Die Integrale einer Gruppe 
sind linear unabhängig nach ihrer Erzeugungsart (s. Art. 30); zwischen 
den Integralen verschiedener Gruppen ist aber eine lineare Relation 
deshalb unmöglich, weil die in einer Gruppe auftretenden Reihen 
nur solche Potenzen von x enthalten, die in keiner andern Gruppe 
vorkommen^), da die den verschiedenen Wurzeln o« entsprechenden 
Zahlen ta sich nicht um ganze Zahlen von einander unterscheiden. 

Wir haben daher das Resultat: 

Besitzt die m einem Umlauf innerhalb U etwa auf einem zu den 
Begrenzungskreisen concentrischen Kreise gehörige Fundamentalgleichung 
mehrfache Wurzeln j so existiert ein innerhalb U gültiges Fundamental- 
system von Integralen^ welches entsprechend den Linearteilern der Funda- 
mentalgleichung in Gruppen F der Gestalt (22) hezw. (22*) gesondert ist, 
sodass jedem ^.- fachen Linearteiler eine aus k Integralen bestehende 
Gruppe zugeordnet ist Die Integrale verhalten sich im allgemeinen un- 
bestimmt in Bezug auf a; = 0, mindestens eines von ihnen sicher , wenn die 
am Schluss des Satzes in Art 81 angegebenen Bedingungen erfüllt sind, 
» Aus dem letzteren Grunde ist also der Gültigkeitsbereich eines 
Fundamentalsystems bei einer Stelle der Unbestimmtheit stets nur 
ein Kreisrvng, nicht ein Kreis (s. Art. 75). 

84. Sämtliohe Integrale erster Stufe in einer Gruppe^). Wir 

haben bisher die Fundamentalgleichung in einer der Untersuchung des 
Kapitel VII bei Stellen der Bestimmtheit völlig parallel laufenden 
Weise verwandt. Sie ersetzt uns, was dort durch die determinierende 
Gleichung und die Recursionsformel geleistet wurde. Dieser Paralle- 

1) S. Anhang, Zu Kap. IV. Satz 6. 

2) Vergl. zu diesem und den zwei folgenden Artikeln Hamb'urger, Grelles 
Journ. Bd. 76. (1873). S. 117 ff. 
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lismus geht aber noch weiter. Wie wir nämlich dort bei Stellen der 
Bestimmtheit mit jenen Hilfsmitteln (s. Kap. I; II, m und YIII) der 
Reihe nach die sämtlichen in eine Gruppe gehörigen Integrale der 
verschiedenen Stufen aufstellten , so können wir auch hier die Sonde- 
rung von l linear unabhängigen Integralen einer Gruppe P in In- 
tegrale erster, zweiter, u. s. w. Stufe mit Hilfe der Fundamental- 
gleichung nachweisen, womit dann die Zerlegung der Gruppe in 
Untergruppen im engsten Zusammenhang steht. Wir müssen jedoch 
hier, obwohl das Resultat schliesslich auf das Gleiche herankommen 
wird, das Problem etwas anders fassen als damals, indem wir zuerst 
nach allen Integralen von F fragen, die sich heim Umlauf am einfach- 
sten verhalten, dann nach allen, welche sich nächst jenen am einfachsten 
verhalten, u. s. w. Dies ist geboten durch unsern Ausgang von der 
Fundamentalgleichung. 

Der Linearteiler (o^ -— o)^ der Fundamentalgleichung (2) möge 
nun, in seine Elementarteiler zerspalten, 

ft^-mal den Elementarteiler (p^ — m) 

... • • 

liefern, wo iIq, f^i,*..,f^i positive ganze Zahlen oder Null sind und 

f^o + 2f^i + 3/^2 H h G + l)f*< ^ ^ 

ist. Die Anzahl der Elementarteiler des Linearteilers (co^ — coY ist 

daher 

t/o = f*o + f*i H h ^i • 

Diese Zahl ist also nach Artikel 78 der Grad der Unbestimmtheit des 

Gleichungssystems (3), d. h. wir können in 

V = (^iVi + <^2y2 -] l-c»y» 

Vq der c willkürlich .wählen, während sich die übrigen n — Vq vermöge 
(3) linear und homogen durch diese ausdrücken. Bezeichnen wir die 
Vq willkürlichen Oonstanten durch 

und nehmen wir der Übersichtlichkeit wegen an, es seien dies etwa 
die Vq ersten c, also 

SO mögen die andern durch diese vermöge der Gleichungen 
(23) 

[Cn = ö„i Goi + • • • + anvo Covo 
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aasgedrückt sein. Substituiert man diese Werte in ri, so nimmt rj die 
Gestalt an 

(24) rj = Coi yoi + Co2 J/02 H 1- Cor^yOvo y 

WO 

J^Ol ^ J/l + öt^o + l, 1 J/vo + 1 H . + a«l J/n 

2/02 ^ ^2 + ÖJvo + 1,2 y^'o + l + H «n2 J/« 



(25) 



Die Gleichung (24) stellt nun offenbar das allgemeinste Integral, 
welches sich hei dem Umlauf nur mit (o^ mtMipliciert, dar; denn wir 
haben zu seiner Bildung die Constanten c^ . . . o» ^ wie es erforder- 
lich ist, nach dem Gleichungssystem (3) bestimmt, aber alle willkür- 
lichen Grossen dabei unbestimmt gelassen. 

Geben wir diesen willkürlichen Constanten Coi . . . Cov^ nun die Vq 

Wertsysteme 

1 . . 

1 . . 



. . 1, 

so erhalten wir die Vq Integrale yoi, yo2,'»yovo7 ^^^ denen man um- 
gekehrt dtfrch Composition mit Vq willkürlichen Constanten sofort 
wieder das Integral (24) herstellen kann. 

Dass die Vq Integrale j/oi • • • yovo linear unabhängig sind, folgt 
unmittelbar aus (25). Eine lineare homogene Relation zwischen ihnen 

(26) ^iJ/oi + -42^02 H H Ayoro = , 

würde nämlich eine solche zwischen J/i J/2 • • • 2/» zur Folge haben, 
wenn nicht die Coefficienten von yi ^3 . . . y» für sich den Wert Null 
hätten. Nach (25) ist aber Ä^ der Coefficient von yj, Ä^ der von t/g? 
u. s. w. endlich Av^ der. von y^^ in der aus (26) sich ergebenden Relation 
zwischen ^i ^2 • • • J/n* Die sämtlichen A müssen daher Null sein, 
d. h. eine Relation (26) ist ausgeschlossen. 

Die analytische Gestalt des Integrals rj, bezw. der Integrale 
j/oa (a=-i, 2,...,yo) kennen wir aber bereits; es ist 

yoa = a;'** 90« {od) , 
wo r^^^^logm^ und g)oa(x) eine innerhalb U eindeutige, sich im 

allgemeinen unbestimmt verhaltende Reihe ist. Es sind also loga- 
rithmenfreie oder Integrale erster Stufe derselben Gruppe F. 

Wir haben daher zunächst das Resultat: 

Wenn v^ ^ f*o + f*i + ' • * + f** ^^^ AmaJil aller Elementarteiler 
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des Linearteilers (oi— cif der Fundamentalgleichung ist, so existieren genau 
Vq linear unabhängige Integrale erster Stufe der Gruppe F innerhalb ü 

oder Vq Integrale, welehe sich bei dem Umlauf am einfachsten verhalten, 
indem sie sich nur mit (o^ multiplicieren. 



85. Sämtliohe Integrale einer Gruppe nach ihrer Stufenzahl 
geordnet. Wenn wir nunmehr nach den Integralen der Gruppe F 
fragen, welche sich nächst denen von der ersten Stufe am einfachsten 
bei dem Umlauf verhalten , so setzen wir dabei voraus, dass A>i/o, 
da wir sonst ja schon X linear unabhängige Integrale der Gruppe F 
hätten, die sämtlich erster Stufe wären. Der Fall A = i/^ erfordert 
aber, dass ^^ = ^ijj = • . • = /li^ = 0, d. h. A = ft^, oder dass (o^ — ©y 
in X einfache Elementarteiler zerfällt. 

Wir gehen nun von dem Fundamentalsystem 

(27) yoi, y02, . . 'jjfOv^j y^o+i? • • •; Vn 

aus, bei dem die v^ soeben ermittelten Integrale erster Stufe an Stelle 
von yi ^2 • • • yvo getreten sind. Dass die n Integrale (27) wirklich 
ein Fundamentalsystem bilden^ sieht man aus (25): man kann ja die 
Integrale yi ^2 • • • V'^o durch die Integrale (27) ausdrücken , folglich 
jedes beliebige Integral ebenso. Behalten wir für die Umlaufscoeffi- 
cienten der n — Vq letzten Integrale in (27) die alten Zeichen (cca) bei, 
so lauten die Umlaufsrelationen des Fundamentalsystems (27) 

y^x ^ GJiyoi 

y02 ^ (»1^02 



(28) 



2/0, 



COl^Oi 



y; = Uniyoi -I h CCnv^yovo + a»,ro+iyro+l H h ^nnVn 

Hiemach nimmt die Fundamentalgleichung, mittelst (27) gebildet, die 
Gestalt an 



(2») Ä{m) 



Ol- 


G>, . 


• 




• 





f • 


• 




f • 



••; 7 «"0+1,1 



, «nl 



. . , (Dj^ — G) , 



«»'o+l. 



a 



nr. 



. . , , avo+i,ro+i — CJ , . . . , a„, ro+1 



• • 7 ^ ; ^Vq+I, n 7 ' ' ' } «n« 



CD 



= 0, 
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sodass 

(29) A{(o) = ((»1 - coyo Ä\(o), 



wo 



^Vo+l, »'o+l — O , . • . , "«, fo+l 



(30) -4'(ß>) = 

Da*A>i/o sein sollte, enthält Ä\(o) den Linearteiler Oj — o noch 
in der Potenz (o^ — o)^""^». Wir können aber nach einem von Caso- 
rati herrührenden Satz^) sogar aussagen: 

Die Determinante A'{p) enthalt jeden zu (o^ — o gehörigen Elemen- 
tarteiler in einem um Eins niedrigeren Grad als Ä^co). 

A'{(o) hat demnach (s. Art. 84) 

ft^-mal den Elementarteiler (©^ — o) 

• • • • • 

und die Anzahl der Elementarteiler von (coi — co)^"''» in A\(o) ist 

Um nun Integrale zu suchen, die sich nächst denen der ersten 
Stufe am einfachsten beim Umlauf ändern, setzen wir 

(31) n= 4+iyi'o+i H 1- ^«y»; 

wo die c' noch unbestimmt sind, sodass nach (28) die Umlaufsrelation 
dieses Integrals lautet: 

(32) ? ^ 

(Cio+l «,.„-1-1,1 H 1- C>„i)yoi H f- (c;„-hiaro+l,ro H h C>„r6)t/Oro 

ij' geht also bei dem Umlauf in eine lineare homogene Function der 
Integrale erster Stufe yoi • • . J/ovo und in eine ebensolche der Integrale 
yv^+iy . . ., y« über. Da wir bereits alle Integrale erster Stufe von F 
besitzen, würden wir zu einem neuen Resultat nicht kommen, wenn wir 
jetzt verlangten, es sollte ri^^a^ri sein, was das identische Ver- 
schwinden der ersten Zeile von (32) rechts erfordern würde. Die 



1) Beweis im Anhang. — Von Gasorati rührt auch die auf diesem Satz 
beruhende Vervollständigung des Hamburger 'sehen Verfahrens her. Vergl. 
Comptes rendns hebdom. de Tacad^mie des sciences de Paris, t. 92. (1881). S. 176 
—178 u. S. 238—241. 
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einfachste neue Forderung^ die wir stellen können^ ist darum die^ ee 
soll rj' abgesehen von einer hinzutretenden linearen homogenen Function 
von yoi . • . yovo den Wert cj^^rf erhalten, d. h. es sollen die c' so be.- 
stimmt werden ; dass die Gleichungen 



(33) 



• • • • • • • 



erfüllt werden. Dies ist aber möglich, weil die Determinante dieses 
Systems linearer homogener Gleichungen die verschwindende Deter- 
minante Ä\a)^) ist. 'Und da v^ die Zahl der Elementarteiler des 
Linearteilers (co^ — o)^— "o von -4'(©) ist, so ist das System (33) Vi-fach 
unbestimmt. Bezeichnen wir die v^ willkürlich bleibenden der Coeffi- 
cienten Cy^^ i , • . . , c„', durch welche sich alle übrigen linear und homo- 
gen ausdrücken, mit 

so wird 

(34) ri'= CnVii + C^Vu -| h Civ.yiv, , ^ . 

wo j/ii yi2 . . . yi^i ^1 linear unabhängige Integrale sind. Das Letztere 
ergiebt sich ebenso wie bei yoi . . • Vov^ im vorigen Artikel. (34) stellt 
daher, wenn noch das allgemeinste Integral erster Stufe von F addiert 
wird, das allgemeinste Integral dar, welches sich heim Umlauf mit o^ multi' 
pliciert und um eine lineare homogene Verbindung der Integrale Srst^ 
Stufe der Gruppe F vermehrt; yn yn . . . yw^ aber sind v^ linear unab- 
hängige Integrale derselben Art, aus denen man umgekehrt durch 
Composition mit v^ willkürlichen Constanten und durch Hinzufügung 
des allgemeinsten Integrals erster Stufe von F wieder das allgemeinste 
Integral der betrachteten Art bilden kanu. 

Die v^ Integrale yn . . . yu^ sind aber nicht nur unter einander; 
sondern auch von den yoi • • • yoro liiiear unabhängig, weil eine Relation 
zwischen yoi. • • yo^o; ä/ii- • • ^in ®i^® solche zwischen den Elementen des 
Fundamentalsystems (27) bedeuten würde. Bezeichnet man femer die 
linearen homogenen Functionen von j/oi . . • yo^o? ^^ ^^^ sich yn. . . yn^ 
beim Umlauf vermehren, und die sich aus (32) ergeben, bezw. mit 

Ln (yoi . . . yo^o) ; • • • ; ^inC^oi • • • yoO ? 
sodass 

(35) yl^^oiyia + iia(yoi, . . •,yoO C«=='ii--»n), 

so sind auch iii,...,iiv^ linear unabhängig. Bestände nämlich eine 
Relation 
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so wäre nach (35) 



Demnach müsste ?i yn H 1- Iv^Viv, ein Integral erster Stufe von F und 

daher durch die yoi ••• Vov^ ausdruckbar sein, während doch die yn^r-Vivi 
und t/oi • • • yovo7 ^16 ^^^ soeben sahen, linear unabhängig sind. 

Wir können daher die i/j Integrale Ln . . . Liv^ geradezu an 
Stelle von v^ der yoiv«*^yo setzeny sodass von diesen dann noch 
Vq — Vi übrig bleib€9ij( die untereinander und von den L unabhängig 
sind. Behalten wir d^nn ab^r st^tt, der L die alten Zeichen bei und 
nehmen an, dass etwa' gerade äie v^^ ätsten der y^ durch die L ersetzt 
wurden, so besitzen wirgetzt aüssier den v^ Integralen yoi • . • yoro die 
Vj^ Integrale yii*..yiv^, deren Unsilaufsrelationen lauten 
(35*) yl^ ^ (Oiy{^ ^ yo« <« = i, 2, . , ., n) . 

Hieraus folgert man aber leicht, dass yia derselben Gruppe F an- 
gehört wie j/oa; da andernfalls (35*) eine lineare homogene Relation 
zwischen Integralen verschiedener Gruppen wäre, die nach Satz 6 des 
Anhangs, Zu Eap. IV, ausgeschlossen ist. 

Ist nun ^0 + ^1 •=" ^; so besitzen wir bereits k linear unabhängige 
Integrale der Gruppe F. Andernfalls operieren wir mit dem Funda- 
mentalsystem 

yoi . . • yovo} yu • • • yin> y^o+^i+i • • • y» 

weiter, wobei 

^(aj) = (aJi-a))"°+''^A"(cö) 
wird und -4"(ai) nach dem Casorati'schen Satz nur noch 

^2 = i^2 + ^3 + • • + f*' 
Elementarteiler entsprechend dem Linearteiler (©i — co) ^^°""'^' hat. 
Daher erhält man jetzt i/j l^i^^ar unabhängige Integrale 

y2i y22 . . • y2i'j 

mit den Umlaufsrelationen 

(36) y^ ^ CO^y^a + L^aiVoi- . . yo^o, yu . . . yiyj (« = 1, 2,.,.,i',) . 

Diese Lia sind wieder linear unabhängig und können an Stelle von 
1/3 der yii.. ..yi^i gesetzt werden, (wobei gleichzeitig Vg der yoi...yoi'o 
durch V2 linear unabhängige Verbindungen derselben ersetzt werden) 
sodass die Umlaufsrelationen (36) die Gestalt annehmen 

(36*) y2^ = G)iy2a+yia (a= 1,2,... ,1^0. 
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Die dem X- fachen Linearteiler (o^ — o der Fundamentnlgleichung 
0ugeordnete Integralgruppe lässt sich derart in Untergruppen zerlegen^ 
dass jedem Elementarteiler von (©i — co)^ bestimmten Grades eine Unter- 
gruppe derselben Stufenmhl entspricht. 

Hiermit beschliessen wir die allgemeine Untersuchung der In- 
tegrale in der Umgebung einer Stelle der Unbestimmtheit oder all- 
gemeiner in einem Kreisring. 



Kapitel XIII. 

Stellen der Unbestimmtheit, bei denen sich ein Teil der Integrale 

bestimmt verhält. Rednktibilität. 

87. Aufstellung der zu böhandelnden Aufgaben. Wir haben 
im vorigen Kapitel gesehen, dass in der Umgebung einer Stelle der 
Unbestimmtheit und in einem kreisriDgförmigen Gebiet die Integrale 
sich im allgemeinen unbestimmt verhalten , und wir schlössen aus 
Kap. X, dass jedenfalls nicht alle Integrale sich in einem solchen 
Kreisring, der nicht durch eine Kreisfläche zu ersetzen ist, bestimmt 
verhalten können. Dagegen ist keineswegs ausgeschlossen, dass ein 
Teil der Elemente eines in dem Kreisringe U mit dem Mittelpunkt 
X = gültigen Fundamentalsystems sich in Bezug auf x = be- 
stimmt verhält. 

Dass dies in der That möglich ist, wenn die Unbestimmtheits- 
stelle x = ausserwesentlich singulär ist, lehrte schon das 2. Beispiel 
in Artikel 23., wo wir das eine sich bestimmt verhaltende Integral e^ 
fanden. Dass aber auch bei einer wesentlich singulären Stelle oder 
überhaupt in einem Kreisring, in welchem sich sogar die Coefficienten 
der Differentialgleichung unbestimmt verhalten, einzelne sich bestiAnt 

verhaltende Integrale existieren können,* zeige das einfache Beispiel 

1 

(1) y"-i'y'=0. 

X = ist wesentlich singulare Stelle, da e" unendlich viele negative 
Potenzen enthält. U ist daher hier ein Kreisring um o; = 0, dessen 
innerer Kreis einen beliebig kleinen, dessen äusserer Kreis aber einen 
beliebig grossen. Radius hat. Da der Coefficient von y in (1) Null 
ist, wird die Differentialgleichung durch eine Constante befriedigt, d. h. 
durch ein in Bezug auf x sich bestimmt verhaltendes Integral. Das 
zweite Integral muss sich daher unbestimmt verhalten. In der That 
folgt ja aus (1) 

y*' dlogy' ^ 

y dx 

12* 
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1 • 

, I e dx 



y=Je 



^' ~ dx. 



e dx 



Wir fragen daher: Unter welchen Umständen existieren auch in 
einem Kreisring U, der nicht durch einen Kreis m ersetzen ist, sich be- 
stimmt verhaltende Integrale? — Wenn überhaupt solche Integrale 
existieren^ so giebt es nach Art. 56 auch Integrale erster Stufe mit 
dieser Eigenschaft. "Wir erhalten also durch Beantwortung der obigen 
Frage zugleich Aufklärung über das in Artikel 19 aufgetretene Problem, 
unter welchen Umständen die bei einer ausserwesentlich singulären Stelle 
der Unbestimmtheit eventueU eu bildenden^ sich bestimmt verhaltenden Beihen 
canvergierm. 

Die Untersuchung der aufgeworfenen Frage wird uns auf den 
Begriff der BeduJctibilität linearer Differentialgleichungen führen, der 
wiederum interessante Analogieen, 'aber auch Abweichungen .im Ver- 
gleich mit der Theorie der algebraischen Gleichungen zeigt. 

88. Differentialgleichung niedrigerer Ordnung für die sich be- 
stimmt verlialtenden Integrale. Die Differentialglbichung 

habe in a; = eine Stelle- der Unbestimmtheit, die ausserwesentlich 
oder wesentlich singulär sein kann; die Umgebung derselben werde 
wieder mit U bezeichnet. Alles Folgende gilt auch dann, wenn U nur 
irgend einen Kreisriug mit dem Mittelpunkt a? = bezeichnet, dessen 
iWache keine siugulären Punkte enthält und dessen innerer Begren- 
zungskreis nicht ganz weggelassen werden kann. Nur der kürzeren 
Ausdrucksweise wegen wollen wir fortan immer von dem zuerst ge- 
nannten Fall sprechen. 

Innerhalb U gelte nun das Fundamentalsystem von (2) 

(3) ViVi' "Vv, yv+i . . .y», 

von dem die Integrale ffi • > • fft sich bei x <^0 bestimmt verhalten, 
während alle von diesen linear unabhängigen Integrale, insbesondere 
also yv+i,...,y», sich bei r» = unbestimmt verhalten. Bei einem 
Umlauf um x = innerhalb U geht jedes der Integrale y^ y^ . . . y^ 
nur in eine lineare homogene Function von diesen selbst über; denn 
nach der allgemeinen Umlaufsformel (Artikel 56, Formel (6)) .eines 
logarithmenbehafteten Integrals, in dessen Reihen sämtliche Exponen- 



88. 89.] 



Stellen der Unbestimmtheit etc. Reduktibilität. 



181 



ten der Potenzen von x sich nur um ganze Zahlen von einander unter- 
scheiden, ist 

^ = CJ« \ya + {27ti) g-j^ + . '.J («-1, 2,3,. ..r) 

wieder ein sich hestimmt verhaltendes Integral und daher nach der 
Definition des Pundamentalsystems (3) durch y^. .yv allein ausdrück- 
bar. Bei der Einteilung des Fundamentalsystems (3) in Gruppen oder 
Untergruppen (s. Kap. XII) müssen deshalb y^. . . yv für sich in solche 
einzuteilen sein. Wir können daher voraussetzen, dass dies schon der 
Fall und dass bei dem Umlauf jedes der Integrale yi y^» • . Vv sich 
nur mit einer von Null verschiedenen Constanten multipliciert und um 
eine lineare homogene Function der ihm vorangehenden dieser Integrale 
vermehrt. Bildet man dann die DiflFerentialgleichung 



(4) 



y / 


y ■ 


. . t/W 


Vi yl 


y" ■ 


• • yi<'> 


y^ yi 


Vi • 


• • 2/.^'> 


yv yv 


2/v . 


• ."j/l'> 



= 0, 



so folgt nach Kap. X, dass uJiese bei x = eine Stelle der Bestimmt- 
heit besitzt; d. h. 

Wenn eine lineare homogene Differentialgleichung n*^ Ordnung 'hei 
einer Stelle der Unbestimmtheit x =^0 v linear unabhängige, sich he" 
stimmt verhaltende Integral^ hesitzt^ so wird sie durch sämtliche Integrale 
einer Differentialgleichung v^ Ordnung befriedigt, die bei a? = eine 
Stelle der Bestimmtheit hat^). 

9 

89, Zerlegung eines Differentialausdruokli'. Aus vorstehendem 
Satz können wir nun eine interessante Folgerung in Bezug auf den 
vorgelegten Differentialausdruck P(x, y) in (2) selbst ziehen, die über- 
haupt immer dann Platz greift, wenn eine Differentialgleichung 

P{x, y) ^Poy^""^ + ^i!/^"~*^ H }rPny = Ö 

mit bei x ==> eindeutigen Coefficienten durch sämtliche Integrale 
einer 'Differentialgleichung niedrigerer Ordnung 

Q(x, y) = q^y^'^ + q^y^'-'^ -| h 2.«/ = 

mit ebenfalls bei x =^0 eindeutigen Coefficienten erfüllt wird. 



1) Vergl. Probenius, Grelles Journ. Bd. 80. (1875). S. 326. 7, wo dieser 
Satz für Düferentialgleichungen , die in x^^O eine ansserwesentlich singulare 
Stelle haben, ausgesprochen ist. « . ' . 
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Differenziert man nämlich Q (n — i/)-mal nach x und setzt 

so ist der Differentialäusdruek 

■P - ^0 ö^"""^ 
nur noch von der (n — 1)*®'^ Ordnung, und seine Coefficienten sind wie 
rQ{x) bei x = eindeutig. Sie haben auch wie rQ(x) in a; = nur 
dann eine wesentlich singulare Stelle, wenn P oder Q in x = eine 
solche besitzen. In gleicher Weise entfernt man aus diesem Differen- 
tialausdruck auch die (n — 1)*® Ableitung von y durch Subtractjon 
der mit einer leicht zu bestimmenden, bei x = eindeutigen Function 
r^^ix) multiplicierten (n*—v — IJ^ Ableitung von Q, sodass der Diffe- 
rentialausdruck 

nur noch (w — 2)*®' Ordnung ist, bei a? = eindeutige Coefficienten 
und in ü? == wie r^ (x) nur dann eine wesentlich singulare Stelle hat, 
wenn P oder Q daselbst eine solche haben. So fortfahrend gelangt 
man zu der Identität 

(5) P(x, y) — r, (2(«--) ~ r,Q(--^-^) rn^.Q = S(x, y) , 

wo S(x,y) ein Differentialausdruck höchstens • (v — 1)*^' Ordnung mit 
bei x = eindeutigen Coefficienten ist, die ebenso wie die bei aj = 
eindeutigen Functionen Tq r^ , . . Tn—v in o? = eine wesentlich singu- 
lare Stelle nur dann haben, wenn dies von P oder Q gilt. Führt 
man noch die Bezeichnung • 

^0»^""'^ + ^iJ/(^-"-^> -I h Tn^vy = B{x, y) 

ein, so ist also 'nach (5) 

(6) i\xiy) = B{x,Q) + 8{x,y). 

Setzt man nun in (6) für y der Reihe nach v linear unabhängige 
Integrale von ^ = ein, so verschwindet jedesmal B und nach Vor- 
aussetzung auch P. Folglich muss auch der Differentialausdruck 
S{Xy j/); dessen Ordnung ^v — 1, für v linear unabhängige Functionen 
verschwinden; dies erfordert aber nach einem Satz des Artikel 27, 
dass die Coefficienten von S{Xj y) sämtlich Null sind. Demnach 
ergiebt (6) 

P(^, y) = R(x, Q(x, y)) 

oder kurz geschrieben • 

(7) ■ • P=B{Q). 

Wir wollen sagen: der Differentialausdruck P ist hei x = aus den 
Differentialausdrücken Q und R zusam'^engeset^ oder in diese zerlegbar. 



. • 
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« 

Die Reihenfolge der letzteren ist natürlich wesentlich; wir wollen, wie 
hier, immer den „inneren" (Q) zuerst nennen. 

Die Herleitung von (7) zeigt noch, dass, wenn P und ^ in a? = 
keine wesentlich singulare Stelle haben^ das Gleiche auch von 22 gilt. 
Somit haben wir den Satz^): 

Wenn eine Differentidlgleichung n^ Ordnung P= durch alle In- 
tegrale einer Differentialgleichung v^ Ordnung (v < w) Q «=> erfüllt 
wird und die CoeffuAenten von P und Q iei x = eindeutig sind, so ist 
P hei X = in Q und einen Differentialausdruck (n — vj^ Ordnung R 
mit ebenfalls hei x = eindeutigen Coefficienten zerlegbar. Ist x =^Q 
für P und Q ausserwesentlich singulare Stelle, so auch für R. 

Umgekehrt ist es evident; dass, wenn der Diffecentialausdruck 
P{Xjy) wie in (7) zerlegt werden kann, alle Integrale von ^=0 der 
Gleichung P = genügen, weil R(x, y) == als homogene lineare 
Differentialgleichung das Integral Null besitzt. Die Integrale ViV^'^Vv 
von Q = sind aber erst v linear unabhängige Integrale dör Diffe- 
rentialgleichung w*®' Ordnung P == 0, und wir gelangen folgender- 
massen zu n — v weiteren. Es sei 

ein Fundamentalsystem von R(x,y) = 0. Dann sind*die Integrale 
der nicht homogenen Gleichungen 

(8) Q(x, y) = riyJi^a (a=i»8. •• •» «-") , 

je eines von jeder, die wir mit j/r+i, yv-\-%, > > -,yn bezeichnen wollen, 
n — V Integrale von P== 0. Die Integrale 

yi ^2 . . . yv yv+i • : . y» 

sind aber linear unabhängig. Bestände nämlich eine Relation 

(9) Ci^i H h f^yyy + Cy^iyv\-i H + C„j/„ = 0, 

. so dürften in dieser nicht alle C^+i . . . C« Null sein, weil die y^.^.yv 
unter sich linear unabhängig sind, und es dürften nicht alle Q...(X 
Null sein, weil aus einer »linearen Abhängigkeit der y^+i . . . y„ unter 
sich eine solche der rj nach (8) folgen würde. ' Es müsste also in 
(9) mindestens eines der C^ . . . Cy und eines der Cy^i . . . Cn =^ 
sein. Wäre also etwa Ct =j= 0, so wäre nach (8) und (9) 

yi= — ^ (^22/2 + • • • + Gyyy) — ^- (Cy+iyv+1 -I H Cnyn), 

worin die zweite Klammer nicht identisch Null, ein Integral der nicht 
homogenen Gleichung 



1) Vergl. Frobenius, Grelles Joum. Bd. 76. (1873). S. 257.. 
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während doch y^ ein Integral der. reducierten Gleichung ^ = ist. 
Eine Relation (9) ist daher ausgeschlossen, und wir haben das .Er- 
gebnis^): 

Wenn ein Differentiälausdruck n^^*" Ordnung P sich in zwei andere 
Q und B hezw. v^'' und (n — vj^'^ Ordnung zerlegen lässt, 

so erhält man ein Fundamentalsystem der Gleichung P = durch ein 

solches von 

Q = 

J/i 2/2 • • • y^ **^^^ durch je ein Integral yv^a der n — v nicht* ho^nogenen 
Gleichungen 

Q = rivJ^a (a = l, 2, . .., n --v), 

wo'rivj^r, , .rin ein Fundamentalsystem von R = ist 

90* Zerlegbarkeit eines DJfferentialauBdnicks mit bei x^=0 zum 
Teil sieh bestimmt verhaltenden Integralen. Die allgemeinen Ergeb- 
nisse des vorigen Artikels wenden wir nunmehr auf die Differential- 
gleichung (2) bei den im Art. 88 gemachten Voraussetzungen an. 

• • 

Zu dem Ende bezeichnen wir die linke Seite der Gleichung -(4), 
wenn sie etwa in die Normalform bei rc = gesetzt ist, mit 

und finden demnach einen Differentialausdruck (n — v)*^' Ordnung. 
B(rc, j/),' sodass Gl. (2) die Form erhält 

(2») P(x,y)^Bix,Äix,y))'=0 

oder P = B{Ä) = . 

Wie wir» wissen, liefert Ä = sämtliche sich bei x = bestimmt 
verhaliende Integrale von P «= (s. Art. 88). Die übrigen Elemente 
eines Fundamentalsystems von (2*) in der Umgebung von a? e= 
müssen sich daher" durchweg unbestimmt verhalten. Daraus folgt, 
dass auch alle Integrale von 

B=0 

sich bei x = unbestimmt verhalten. Ist nämlich rj ein Integral yon 
jB «= , so ist nach vorigem Artikel jedes Integral der nicht homo- 
genen Gleichung 
^=.V 

1) Vergl. Frobenius, Crelles Journ. Bd. 76. S. 259. 
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ein von den Integralen y^y^ . • .yv von -4 = linear unabhängiges 
Integral von P==0. Wäre nun ij ein sich bei x = bestimmt ver- 
haltendes Integral, so l^önnten v^ir annehmen^ dass es logarithmenfrei 
ist; denn wenn die Differentialgleichung JB = überhaupt sich be- 
stimmt verhaltende Integrale besitzt^ so besitzt sie jedenfalls auch 
ein solches von der ersten Stufe. Dann würden sich aber auch mlle 
Integrale der nicht homogenen Gleichung -4. «= i^ bestimmt verhalten, 
da die reducierte Gleichung -4 = bei a?==0«eiDe Stelle der Be- 
stimmtheit und die homogene Gleichung {v + 1)*®' Ordnung, der alle 
Integrale * von A = ri genügen, bei ä? = wieder dieselbe Eigenschaft 
hat (s. Art. 58). Wir würden demnach ein von y^y^^. . .yv unab- 
hängiges, sich bestimmt verhaltendes Integral von P = finden, was 
ausgeschlossen ist. Demnach müssen alle Integrale von jB «= sich 
unbestimmt verhalten^). 

Wir fassen das Resultat der ganzen Untersuchung in dem Satz 
zusammen: 

« Wenn die Differentialgleichung 

Fix, t/) = 

hei de^ (wesentlich oder ausserwesentlich singulären) Stelle der Unbe- 
stimmtheit X =^ genau v linear unabhängige, sich besÜmmt verhaltende * 
Integrale besitzt, so ist P(x^ y) zusammengesetzt aus einem Differential' 
ausdruck v^^ Ordnung A{x, y),'der bei a; = eine Stelle der Bestimmt- 
heit hat, und aus ein^m Differentialausdruck (w — v)*^ Ordnung B(x,y), 
der bei x = eine Stelle der Unbestimmtheit hat 

P=B{Ä). 

A = hat also nur sich bestimmt verhaltende^ B =^Ö hat nur sich 
unbestimmt verhaltende Integrale. 

91; SpeOialisienmg für ausserwesentlick singulare Stellen. Zer- 
legbarkeit der ReoxLrsionsfQrmel. Nehmen wir jetzt an, a; = sei 
keine wesentlich singulare Stelle, so lässt-sich aus dem vorstehenden 
Resultat noch ein interessanter Schluss in Bezug auf die Recursions- 
formel und die determinierende Gleichung von P == ziehen. Wir 
knüpfen zu dem Ende zunächst wieder an die allgemeiuere Untersuchung 
in Artikel 89 an und setzen voraus, die Differentialgleichung w*®' Ord- 
nung P = 0, die in ä? = keine wesentlich singulare Stelle hat, 
werde durch sämtliche Integrale der Differentialgleichung v*®' Ordnung 
Q = befriedigt, welche in aj==0 ebenfalls keine wesentlich singulare 

1) Vergl. Frobenius, Grelles Journ. B<J. 80. S. 326. Satz 8. 
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Stelle hat. Beide Differentialausdrücke denken wir uns in die Normal- 
form bei a? = gesetzt 

(10) F{x, y) = x-^,y^-^ + x-'^^y^^-') + • •. +%y = 

(11) Q(x, y) = x'£ioy^^) + x^-'h^y^'-^> H + ay -^ 0, 

wo flie 5ß und D gewohnliche Potenzreihen sind und weder die 5ß noch 
^ie Ä für X = sämtlich vierschwinden. 

Nach Artikel 89* giebt es dann einen Differentialausdruck (n — v)^' 
Ordnung 

(12) 'B(x, y) = roy(»'-^> + rij/<'»— 1> H 1- r„^,y, 

der bei x = Q ebenfalls keine weseütlich singulare Stelle hat und 
derart gestaltet ist, dass 

(13) , T{x,y)^B{x,Q{x,y)).. 
Seien nun 

(10») t'ka = akkCk + ükk-lCk-i H h QkaCa = 

(11*) Gka^9kkCk + gkk-lCk-X H h QkaCa = 

(12*) Eka ^ Ä^iC* + ÄAt_iCA_i + . . . + ^kaCa = 

. die Recursionsformeln von bezw. (10), (11), (12), wenn man i:^jedem 
dieser Differentialausdrücke substituiert 



y = v 



l y, CkX^' (* = a, a + l,...). 



Ferner sei B{x, y) die Normalform, in welche man auch den Diffe- 
rentialausdruck B{x, y) bei a? = durch Multiplication mit einer 
geeigneten Potenz von x setzen kann, sodass 

(14) B{x,y) = x^B(x,y), 

wo X eine positive oder negative ganze Zahl oder Null ist. Dann ist 
nach Art. 6 Formel (5°) 



(10") 



(11"). 



(12") 



Pix, 71)^2!^'"''^ 

Q(a^;'?)=2^*''** 
(*) 

B(x,ri)^ ^ Eka 



* (t = tt , a + 1, . . . ) • 



X 



k^X 



Setzt man daher in (13) y = "tj, so ergiebt sich die linke Seite 
dieser Identität unmittelbar aus (10^), die rechte Seite aber aus (12^), 



i 



91.] Stellen d. ünbestimmtlieit etc. Reduktibilität. ^ 187 

wenn man nur statt der Cj^ (Jk = a, a 7]- 1, . . .) in Hka die Gka 
(Je = a, a + 1 , . . .) einsetzt, d. h. es wird 

(15) B{X, Qix.n)) =^ (hjtGka+hk^xG.^l^a + • • • + haGaa)^''' 

(*) 

(Ar = flf , a -[■ 1 j • • •) • 

Setzt man noch zur Abkürzung 

(16) hjckOka'j'h'kk—lGk^i^a -{-'''•■{- f^kadaa^ Hka{Gka) , • 

so hat man also nach (13) 

(17) ^ FkaO(^^=2 Ska(Gka)iX^-^ (* = a, a + 1, . . .) . 

Hier ist links x^ die niedrigste Potenz der Summe ; damit dies auch 
rechts der Fall sei, muss, da a gänzlich unbestimmt ist, A notwendig 
= sein. Hieraus folgt aber nach (14), dass der Diflferentialausdrück 
jB(n?, y) selbst schon die Normälform lei x = hat, und die Identität 
(17) lautet 

(17*) ^Fk.X^=^Hka{Gka)x\ 



(*) (*) 



sodass man weiter die Identitäten 

(18) Fka^HkaCßka) (* = «,« + 1. •• 

erhält, oder ausführlich geschrieben 

(18*) akkCk + ajfc*-iCjfc-i -] h aka-Ca ^ 

hk(jgkkCk + gkk-l Ck^l + • • • + 9kaCa) 
+ hkk-l(gk-l,k-lCk-^l H '+ gk-haCa) 



Vergleicht man hierin die mit demselben c multiplicierten Grössen 
auf beiden Seiten, so ergiebt sich endlich 

Ukk ^hkkffkk 

ttkk^l ^ Jl'kkgkk—l + hkk—lSlk—lk—1 



(19) 



Beachten wir noch, dass in der ersten der Identitäten (19) a**, gkk) 
hkk die zu 0? = gehörigen determinierenden Functionen von bezw. 
P, Q, B sind, so können wir die in diesem Artikel, insbesondere in 
den Formeln (18) und (19), gewonnenen Resultate folgendermassen 
aussprechen: 

Wird die Differentialgleichung n*^ Ordnung P = 0, welche hei 
X = "keine wesentlich singulare Stelle und die Normalform hat, durch 
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alle Integrale der Differentialgleichu)tg v^ OrdnuYig ^ == erfüllt^ welche 
lei a; = ebenfalls Iceine .wesentlich singulare Stelle und die Normalform 
hat, so ist 

wo R ein DifferentialausdrucJc (n — v)'*'' Ordnung ist, welcher wiederum 
bei x=0 Iceine wesentlich singulare Stelle und die Normalform hat. Die 
Recursionsformel von P = ist aus denen von Q = und J{ = 0U' 
sanimengesetist • . 

und die determinierende Function von P ist das Produkt derjenigen von 

» 

Q und B 

ajck ^ gkk hjck . ^) 

Wenden wir diesen Satz auf unser Ausgangsproblem an, wobei 
P .= in o; = eine Stelle der Unbestimmtheit haben, aber trotz- 
dem ein Teil der Integrale bei a; = ' bestimmtes Verhalten zeigen 
sollte, so ergiebt sich unmittelbar daraus, dass dann Q (oder Ain 
Artikel 90) in ic = eine Bestimmtheitsstelle haben musste, der. 
gatz^): 

Die Änmhl der linear unabhängigen, sich hei x = bestimmt ver- 
haltenden Integrale der Differentialgleichung P(a;, j/) = 0, die in a; = 
Iceine wesentlich singulare Stelle hat, ist* höchstens gleich dem Grade der 
determinierenden Function von P{x, y) und genau gleich demselben, wenn 
bei der Zerlegung 

T = B{A), 

WO A in x=^0 eine Bestimmtheitsstelle hat, die determinierende Function 
von B eine Constante ist. 

Den ersten Teil dieses Satzes hätten wir auch so erschliessen 
können: Wenn die Diflferentialgleichung P=0 v linear unabhängige, 
sich bei x =^0 bestimmt verhaltende Integrale, besitzt, darf man 
annehmen (s. Art. 71), dass nicht zwei von ihnen zu 'demselben an 
gleicher Stelle stehenden Exponenten gehören. Dann muss aber die 
determinierende Gleichung nach Artikel 60 mindestens j^^ Grades sein. 

92» Zerlegung eines Differentialausdruokes in Differentialaus- 
drüoke erster Ordnung. Obwohl das für das gegenwärtige Kapitel 
aufgestellte Problem befeilig seiner Lösung zugeführt ist, wollen wir 
die Zerlegung von Differentialausdrüeken, welche bei jener Untersuchung , 
^Is Mittel diente, hoch etwas weiter verfolgen.. • 






1) Vergl. Frobeniiis, Grelles Journ. Bd. 80. S. 321 

2) Ebenda S. 330. 2. 
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Die Differentialgleichung 

(20) . p(a;,y) = 

habe in der Umgebung TJ von rc = eindeutige Coefficienten, gleich- 
viel welcher Art die Stelle ä; = im übf igen sei. Nach Kapitel XII 
giebt es dann jedenfalls ein innerhalb U gültiges Fundamentalsystem 

das in Untergruppen eingeteilt ist, sodass bei einem Umlauf um x=0 
jedes Integral sich mit einer von Null verschiedenen Constanten mul- 
tipliciert und höchstens noch um eine lineare homogene Function der 
vorangehenden Integrale vermehrt (wenn wir uns nämlich in der Folge 
von y^ zu y„ die Elemente jeder Untergruppe nach wachsender Stufen- 
zahl geordnet denken). Diese Bigenschaft bleibt also bestehen^ wenn 
wir am Ende der Reihe j/i ^2 • • • y« ®i°ö beliebige Anzahl von Inte- 
gralen streichen. Nach einem Satz, des Artikel 72. genügt daher jedes 
der Functionssysteme • 

yi y^ . . . yx^iyx (^ = 1,2, ...,n) 

einer linearen homogenen Differentialgleichung bezw.A^' Ordnung, welche 
bei a? «== eindeutige Coefficienten hat. 

Bezeichnen wir die Differentialgleichung für die Integrale • 

mit . 

P'=0, 

so ist nach Art. 89 P. zerlegbar in P' und einen- Differentialausdruck 
erster Ordnung P„ mit ebenfalls bei x = eindeutigen Coefficienten 

oder kurz geschrieben , * 

P' ist aber wieder zerlegbar in einen Differentialausdruck (n — 2)*®' 
Ordnung P", 4venn nämlich JP"==: die Gleichung für yi yg . . . yn— 2* 
ist, und einen Differentialausdruck erster Ordnung P„— 1 

P'=P„-iP", 
sodass 

P = PnP„-lP". 

So fortfahrend gelangt man zu der Zerlegung von P in n Differential- 
ausdrücke erster Ordnung P^, P^, . . . , Pn_i, P», die sämtlich bei 
a; = eindeutige Coefficienten haben, 

(21) P=PnPnJ^i...P,P,. 

Pj = liefert also das Integral j/^, Pg Pj = wird ausser durch y^ 
noch durch y^ befriedigt u. s. w. * 
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Wir haben also den Satz: 

Jeder Differentiälatisdruclc n*^ Ordnung 

mit in der Umgehung von x^=0 eindeutigen Coefficienten lässt sich in n 
Differentialausdrücke erster Ordnung mit ebenfalls bei x ^=^0 eindeutigen 
Coefficienten 

Jr = JTn -Ln — 1 • • • -*^ -t^i , 

gerlegen. 

Nehmen wir insbesondere an, dass P bei x = eine Stelle der 
Bestimmtheit hat, so gilt nach Eap. X das Gleiche auch von jedem 
der Differentialausdrücke 

Folglich kann zunächst Pg in a; = keine wesentlich singulare Stelle 
haben, da P^ und P2P1 in a; =^ eine ausserwesentlich singulare 
Stelle haben , (Art. 89). Ebenso erschliesst man, dass l?^^..,yT?n in 
>z; s=: nur eine ausserwesentlich singulare Stelle haben. Da nun aber 
der Grad der determinierenden Function von P2P1 2, der von P^ 1 
und nach Artikel 91 der Grad der dSterminierenden Function von 
^^T^ die Summe der Grade der determinierenden Functionen von P^ 
und Pg ^ö*; so folgt, dass dieser Grad auch bei Pg den Wert 1 hat. 
d. h. dass Pg ebenfalls in a? = eine Stelle der Bestimmtheit hat. 
Da? Gleiche ergiebt sich für Pg,..., P«, und wir haben das Resultat^): 
Sat der Bifferentialausdruclc n*^ Ordnung P{x, y) in x = eine 
Stelle der Bestimmtheit, so gilt dasselbe von den Differentialausdrücken 
erster Ordnung 

aus denen man P . zusammensetzen kann. 

Die Zerlegung eines Differentialausdrucks in Differentialausdrücke 
erster Ordnung, — die man auch Zerlegung in symbolische Frimfäkto- 
ren genannt hat ^) — erinnert nun wieder auf das Lebhafteste an die 
Zerlegung einer ganzen rationalen Function in Linearfaktoren, nur 
dass diese symbolischen Faktoren im allgemeinen nicht untereinander 
vertauschbar sind. Wie aber die Zerlegung einer ganzen Function in 
Linear faktoren nur möglich ist, wenn man den Coefficienten, der letz- 
teren den weitesten Spielraum lässt, — es sind ja die Wurzeln der 
algebraischen Gleichung — also wenn man nach der Eronecker'schen 
Ausdrucljpweise die Wurzeln der Gleichung selbst dem Rationalitäts- 
bereich adjungiert, so ist die Zerlegbarkeit auch hier (nach dem all- 



1) Vgl. Frobenius, Grelles Journ. Bd. 80. S. 325. 5. 

2) Ploqnet, Annalea de l'^cole normale, 2me sdrie, t. 8. (1879). Suppl. S. 79. 
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gemeinen Satz dieses Artikels) nar so möglich^ dass von den Goefficienten 
der Primfaktoren lediglich die Eindeutigkeit ausgesagt werden kann. 
Die Eindeutigkeit war aber auch das Einzige ^ was dabei von den Goeffi- 
cienten des Diflferentialausdrucks P(a?, y) selbst vorausgesetzt wurde. 
Bleibt man also hierbei stehen, so ist es unmöglich, für lineare Diffe- 
rentialgleichungen eine der IrreduMibilität und Bjeduktibilität algebrai- 
scher Gleichungen analoge Eigenschaft zu defipieren.^ Wollen wir zu 
einem solchen Begriff gelangen, so müssen wir daher mindestens die 
erste mögliche Einschränkung treffen , nämlich die, dass x=^0 Iceine 
wesentlich singulare Stelle sein qoU. 

93. Beduktibilität linearer Differentialgleiehiingen. Ist 

(22) ^ P(^,y) = o 

eine Differentialgleichung n'^ Ordnung, die in a?=0 Jceine wesentlich sin- 
gulare Stelle hat, so nennen wir dieselbe „bei der Stelle x = reduktibeV\ 
wenn sie mit einer Differentialgleichung niedrigerer Ordnung von derselben 
Beschaffenheit 

(23) e(^,y) = o 

ei^ Integral gemein hat, andernfaUs „irreduJctibel bei a? = 0" ^). 

Angenommen P=[P sei reduktibel, und die Differentialgleichung 
niedrigerer (y^') Ordnung ^ = 0, mit der sie ein Integral rj gemein 
hat, sei irreduktibel. Nach Artikel 89 können wir P in die Form setzen 

(24) P = R(Q) + S, 

WO B und 8 bei x = wieder keine wesentlich singulare Stelle 
haben, Ü von der Ordnung n — v und S höchstens von der Ordnung 
V -^1 ist. Setzt man in (24) y '^ ri, so verschwinden Q und P, folg- 
lich muss auch 

sein. Da aber ^ = irreduktibel sein sollte, also mit der Differential- 

gleichung niedrigerer Ordnung /S>=0, die bei X'=0 keine wesentlich 

singulare^ Stelle hat, kein Integral gemein haben kann, muss fQr jeden 

Wert von y 

8(x, y) = 
sein, d. h. wir haben 

P = BiQ) 
oder den Satz^): 

1) Vergl. Probenius, Grelles Joum. Bd. 80. S/322. Zu unterscheiden hier- 
von ist die auch von Frobenius (ebenda, Bd. 76. S. 237) gegebene Definitiou. 
S. auch Eoenigsberger (ebenda Bd. 96. (1884). S. 123). 

2) Dieser und d^r folgende Satz sind nebst ihrer Ableitung nahezu wörtlich 
von Frobenius, Grelles Joum. Bd. 80, S. 267 u. 258, entnommen. 
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Wenn eine lineare Differentialgleichung mit einer irreduktiblen Diffe- 
rentialgleichung ein Integral gemein hat, so wird sie durch sämtliche In- 
tegrale derselben erfüllt 

Sind 

P = und Pi=0 

zwei Differentialgleichungen bezw. n*®' und n^^ Ordnung, die bei a; = 
keine wesentlich^ singulare Stelle haben, so kann man die Frage, ob 
und bezw. welche Integrale sie gemein haben, durch ein Verfahren 
entscheiden, welches demjenigen zur Aufsuchung des grössten gemein- 
samen Teilers zweier ganzen Zahlen oder zweier ganzen Functionen 
vMlig analog ist. Es sei n'^n^y dann können wir die Kette von 
Identitäten bilden 



(25) 



,Pi—l = Ri (Pt) + Pi+l } 

WO alle P und B bei x = immer wieder dieselbe Beschaffenheit 
haben, und, wenn n* die Ordnung von P* ist, die Ungleichungen 

w ^ Wi > n2 > • • • > w< > w,+i • 

bestehen, die zur Folge haben, dass man endlich zu einem verschwin- 
denden njc gelangt, nämlich spätestens für fc = w^ + 1. Es sei w,_f-i 
das erste verschwindende w*, sodass Pf+i! ein Diflferentialausdruck 0*®' 
Ordnung ist, d. h. 

(26) Pi^i = g>(x)y. 

Nach (25) muss nun jedes Integral, das P= und Pi=0 gemein- 
sam ist, auch Pg=0, Pq=0 u. s. w., endlich auch P»-=0 und 
P, .j^ = erfüllen, und umgekehrt ist jedes gemeinsame Integral 
dieser beiden ein solches von P = und P^ = 0. Ist daher in (26) 
g>(x) von Null verschieden, so haben. P = und*Pi=feO nur das 
triviale Integral y^O gemein. Ist aber~9?(aj) ^ 0, so sind alle In- 

tegrale Ton • 

P. = 0. 

auch Integrale von P=0 und Pi==5 0. Hieraus folgt ^ 

Wenn eine lineare Differentialgleichung reduMibel ist, so giebt es 
eine Differentialgleichung niedrigerer (^dnung, deren sämtliche Integrale 
der vorgelegten genügen, 

Ist riun die Gleichung ^ = 0, deren sämtliche Integrale P = 
erfüllen, selbst wieder reduktibel, so giebt*es eine lüfiferentialgleichung 
noch niedrigerer Ordnung, deren sämtliche Integrale Q«»0 und daher 
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p = erfüllen; u. s. w., bis man zu einer irreduktiblen Gleichung 
y^ == gelangt, deren sämtliche Integrale P = genügen, sodass 

Ebenso kann man aber auch die Gleichung 8 ^=0 und folglich den 
Differentialausdruck 8 behandeln; u. s. w. So kann man schliesslich 
P in die Form bringen 

P^ TxTx^i . . . ^^2^1? 
wo Txy Tji— 1, . . . , jfg) ^1 Ifl-uter irreduktible Differentialausdrücke 
sind, deren Ordnungszahlen die Summe n haben. Also: 

Ein redtiktibler Differentialausdruck n^ Ordnung P(a;, y), der hei 
X = Tceine wesentlich singulare Stelle hat, Jcann in eine Anmhl irre- 
duJctihler symbolischer FaJctoren eerlegt werden y sodass die Summe von 
deren Ordnungszahlen gleich der Ordnung n von P ist. 

Einen Specialfall dieses Satzes haben wir bereits in dem zweiten 
Satz des Artikels 92 kennen gelernt. 

94. Naohweis der Existenz irreduktibler Differentialgleichungen ^). 
Wir wollen uns noch davon überzeugen, dass es in der That irreduktible 
lineare Differentiaigleidiungen jeder Ordnung überhaupt giebt, da dies 
ja aus dem Vorhergehenden noch nicht zu ersehen ist. Wir brauchen 
zu dem Ende nur nachzuweisen, dass es Differentialausdröcke w*®' Ord- 
nung giebt, die nicht in zwei andere zerlegt werden können. 

Die Differentialgleichung n*®' Ordnung 

(27) Fix, y) ^x-^,y^-) + x—^^^y^-'^ + • • • + ?» J/ = 0, 

welche bei x = die Normalform habe, sei so beschaffen, dass in der 
zugehörigen Recursionsformel 

(28) Fka ^ akkCk + ö**-l Cjfc— 1 + • • • + CLkaCa = 

ttkk von k lAiabhängig ist, a**— i aber den höchsten möglichen, nämlich 
den n*^^ Grad in k hat. Diese Bedingungen sind leicht zu erfüllen. Da- 
mit akk vom 0*®° Grad in k sei, ist notwendig und hinreichend 
(s. Art. 8), dass 

(29) 5ßo(0) = 0,...,5ß,_i(0) = 0, ?,(0) + 0. 

Nach Artikel 6 (7) ist 

akk-1 =^ )fvi{k — l)(k — 2) ...(k — n + v), 

WO 



1) Vergl. Frobenius, Grelles Journ. Bd. 80. S. 332. 333. 

Heffter, Differontialgloichungen. 13 
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Damit also ükk—i vom w*®° Grad in Je sei, ist notwendig und hinreif 
cbend, dass 

(30) ^0 (0) + 0. 

Wir sehen also zunächst: 

Die nottvendigen und hinreichenden Bedingungen dafür ^ dass in der 
0u X == gehörigen Becursionsformel F^a == von P{x^ y) a** vom O**", 
ajch—x vom w'<^ Grad sei, bestehen darin, dass die Differentialgleichung 
die Gestalt hat 

X21^) Pix, y) = x--^' %y^-^ + x- % j/C»-^) + • • • + ^^ %-iy + ^«y = , 

wo ^Q 5Pi • . . ^n gewöhnliche Potenzreihen von x sind und 5ßo und 5ß« 
für X = nicht verschwinden. 

Von Dififerentialgleichungen, in deren zu a; = gehöriger Reeur- 
sionsformel (28) a** vom 0*®**, a**— i vom n*®° Grad ist, ist aber leicht 
zu zeigen, dass sie bei a? = irreduktibel sind. Wäre nämlich der 
Differentialausdruck P(x^ y) einer solchen Gleichung zerlegbar in zwei 
Differentialausdrücke niedrigerer, v*®' und (n — v)*®' Ordnung bezw. mit 
den Recursionsformeln 

Gjta = und fli« = 0. 

so wäre, wenn alle drei Differentialausdrücke die Normalform haben, 
nach der ersten der Gleichungen (19) 

ajck ^ hikgkiy 

also hkk und gkk wie akk vom 0*®° Grad in k. In der zweiten der 
Gleichungen (19) 

ö**— 1 ^ hkkgkk—i + hkk—igk—i *— 1 
wäre aber rechts gkk—i höchstens v^^, hkk—i höchstens (w — v)*^ Grades, 
also die rechte Seite jedenfalls von niedrigerem als dem n*®" Grade, 
während links akk^i w*®" Grades ist. Die Gleichung P = ist daher 
irreduktibel bei rr = 0, wenn sie die Gestalt (27*) hat, und wir haben 
den Satz: 

Die Gleichung 

WO 5Po; ^1; • • •; ^» gewöhnliche Potenzreihen von x sind und 

?o(0) + 0, 5p„(0) + 0, 
ist hei X ==>^ irreduJctibel^). 

95» Beispiele. Wir wollen noch einige Beispiele für die Existenz 
sich bestimmt verhaltender Integrale bei einer Stelle der unbestimmt- 

^1» ■ -.Ml . ■ I I ■ 

1) Vergl. Flo quet, Annales de l'dcole norm., 2™« sdrie, t. 8. (1879). SuppJ. S.47. 
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heit und für die Reduktibilität linearer Differentialgleichungen folgen 
lassen. 

Schon in Artikel 23 zeigte das >zweite Beispiel 

(31) P{x, y) = xY+ ^y- ^(1 + ^)y = 

die Existenz eines sich bei der Stelle der Unbestimmtheit a? = be- 
stimmt verhaltenden Integrals 

Wir wissen jetzt, dass Gleichung (31) infolge dessen reduktibel sein 
muss. In der That genügt y = e* der linearen homogenen Differen- 
tialgleichung erster Ordnung 

y — J^ = 
oder in Normalform geschrieben 

(32) Qixy y) = xy — xy = ^ 

und man findet leicht, dass 

P{x,y) = Rix,Q{x,y)), 
wenn 

R{x,y) = a?/+{l-x + x')y. 

Die Recursionsformeln von P==0, Q = y B = lauten bezw. 
(s. Art. 23) 

Fka = hCk'-Ck-i + (lc—2)[(k—\)Ck-i—Ck-2\ + Qc—2)Ck-^2—Ck-z=0 

Hka = Ck + (fc — 2) Ck-1 + Ck-2 = 0, 

sodass 

Fka'== Skaißka) 

und 
oder 

Je ^ 1 . Je y 

da hier Äi:ä=1 ist. Dies ist mit den allgemeinen Formeln in Art. 91 
in üebereinstimmung. 

J2, Beispiel. Das dritte Beispiel iq Artikel 23 

(33) P{x, y) = xY'+ x(2x - l)t/'+ y = 

hat bei flj = 0, obwohl die determinierende Function ersten Grades 
ist, kein sich bestimmt verhaltendes Integral, wie dort (S. 44) nach- 
gewiesen wurde. Die Zerlegbarkeit der zugehörigen Recursionsformel 

Fka={Jc-l){-Ck + JcCk^{\^(h-l)Gka = 0, 

wo 

lässt aber vermuten, dass die Gleichung reduktibel ist. In der That ist 

13* 
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eine Diflferentialgleicliung mit der Recursionsformel ö*« = und 

P{x,y) = E(x,Q(x,y)), 
wenn 

wo die Recursionsformel von JB = 

lautet; sodass 

Die Gleichung (33) ist also wirklich reduktibel. Während aber bei 
der Zerlegung von (31), welche ein sich bestimmt verhaltendes Integral 
besitzt^ der innere DifiFerentialausdruck Q die Bestimmtheitsgestalt hat 
und der äussere R die der Unbestimmtheit, ist es bei (33) umgekehrt^) 
Da i? = das Integral y = x hat, sind die Integrale von P = 

die von 

Q = x'y + (x—l)y = 

und 

Q — x^ o(?y'-{- {^ — l)y — x = 0. 

(? = liefert das Integral 

1 

1 ""^ 



Das Integral von Q — x = setzt man in der Gestalt an 

2/2 == /'(^) Vi 
und findet dann durch Substitution in die Gleichung Q — ic = 0, dass 

1 

dx 



fix) =fe', 



sein muss. Demnach sind die Integrale von P = 

yi = ^ e , y^^ ^e J e dx 

beide unbestimmt bei x ="0, wie es die Theorie erfordert. 

3. Beispiel, Endlich noch ein Beispiel zur Illustration der Be- 
ziehung zwischen den determinierenden Functionen zweier Diflferential- 
ausdrücke und des aus jenen zusammengesetzten Differential ausdrucks. 

Bildet man aus 

Q ^a?y'+a?y + xy 

1. B = scy + 3/ , 

1) Es 'Wäre eine wünschenswerte Ergänzung dieser Theorie, wenn sich be- 
weisen liesse, dass eine Differentialgleichung, deren determinierende Function 
keine Constante ist, stets reduktibel ist. Dieser Beweis ist, soviel der Verfasser 
weiss, bisher noch nicht erbracht worden. 
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welche die Normalform haben und deren determinierende Functionen 

bezw. 

^a = liQc — 1) 

Äaa = Jk + 1 
sind, den Differentialausdruck 

P= JJ((2) = r^y'"+ x\% + x)y''+ 4^y + 2xy 
mit der determinierenden Function 

ttkk = JcQc - 1)(Ä - 2) + SJcQc — 1) = (Ä + l)Jc{k - 1), 
so hat auch P die Normalform, und es ist in der That 
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Die Integrale in der Umgebung nnendlich grosser Werte der 

unabhängigen Variablen. 

96. Transformation mittelst reciproker Radien. Wir haben 
bisher für die Umgebung aller endlichen Werte von x^ zu denen in 
Bezug auf die Diflferentialgleichung eine Umgebung überhaupt gehört, 
die analytische Gestalt und das Verhalten der Integrale ermittelt, die 
unendlich grossen Werte von x aber noch gar nicht in den Kreis 
unserer Betrachtung gezogen. Die vollständige Untersuchung der In- 
tegralfunction erfordert daher noch ein Eingehen auf die letzteren. 

Es sei 

(1) P(x, y) = j/^») + jJij/^'»-^^ H VPnV^O 

die vorgelegte Diflferentialgleichung. Wir substituieren nun — wie 
häufig in der Analysis, wenn es sich um die Untersuchung einer 
Function für unendlich grosse Werte ihrer Variablen handelt — in (1) 

(2) ^=i 

und führen dadurch für x die neue unabhängige Veränderliche 8 ein, 
oder wir bilden, wie man auch sagt, die x-Ebene mittelst reciproker 
Madien auf eine z-Ehene ab. Jedem endlichen von Null verschiedenen 
Wert von x entspricht ein bestimmter endlicher von Null verschiede- 
ner Wert von fs und umgekehrt; jedem unendlich grossen Wert von 
X aber der eine Wert j? = und umgekehrt jedem unendlich grossen 
Wert von » der eine Wert a; =«= 0. Femer entspricht jedem Kreis mit 
dem Mittelpunkt o; «= ein solcher mit dem^Mittelpunkt 8=^0 und 
reciprokem Badius und umgekehrt. Aber dem Innern eines Kreises 
in der a;-Ebene entspricht der ausserhalb des entsprechenden Kreises 
liegende Teil der ^- Ebene und umgekehrt. 

Man kann sich von dieser Zuordnung zwischen den Punkten der 
o;- Ebene und denen der ^- Ebene mittelst reciproker Badien auf fol- 
gende Art geometrisch ein sehr anschauliches Bild machen (s. Fig. 3). 
Die o;- Ebene und ;ef- Ebene mögen in ihren Nullpunkten eine Kugel 
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mit dem Durchmesser 1 in zwei diametralen Punkten berühren" und 
dabei eine solche Lage haben ^ dass die reellen Axen beider Ebenen 
gleichlaufend; die imaginären Axen aber ungleichlaufend parallel sind. 



X' Ebene 



z ' Ebern 




Um zu irgend einem Punkt x nun den zugeordneten j8i = — zu finden, 

braucht man nur x mit ;& = zu verbinden , wodurch ein bestimmter 
Punkt u auf der Kugel ausgestochen wird. Verbindet man dann 

a?=aO mit w, so trifft diese Gerade die ;2i-Ebene in dem Punkt i8^a= — . 

Der Beweis ist leicht zu führen. 

Aus dem Grunde, weil bei dieser Abbildung jedem unendlich 
grossen Wert von x der eine bestimmte Wert j? = zugeordnet ist, 
spricht man gelegentlich auch schon bei der ^-Ebene selbst von dßm 
unendlich fernen Punkt der x- Ebene und belegt diesen mit dem Zeichen 
o; = oo. 

97, Die transformierte Differentialgleioliimg. Um nun die Trans- 
formation der Differentialgleichung (1) mittelst der Substitution (2) 
wirklich auszuführen, hat man einmal in allen Coefficienten p x durch 

—- zu ersetzen und ausserdem die Ableitungen 



z 



durch 



dy d^y 

— ) — 

dx dx^ 

dy d^y 



d^ 
dx"" 



und 



dz dz* dz^ 

auszudrücken. Für Letzteres erhält man die Gleichungen 



(3) 



äy ^^2^ 

dx dz 

dx' dz* '^ dz 

d'y 






dx 



dz^ ' ""^ dz'^ "•" dz 

u. S. W. 



200 Kapitel XIV. [97. 



allgemein 

(4) (- D' ä - 



gU 



^»+ i.(i)f T V- ^^ + .. + (»-i)!(,i,)(tl) •'*■ 's!- 



(^ = 1,2, ..,n) 

Die Richtigkeit der allgemeinen Formel ergiebt sich durch die Methode 
der vollständigen Induction: Angenommen, (4) Wäre richtig bis zu 
irgend einem Wert von A. Differenziert man dieselbe einmal nach x 

und beachtet, dass man dazu rechts zunächst nach z differenziert und 

dz 
dann mit 3- == — ^^ multipliciert, so hat man nach Multiplication 

mit — 1 lioks 

und rechts lauter positive Glieder. Dasjenige mit der höchsten Ab- 
leitung wird 

Als Coefficient einer beliebigen Ableitung 
erhält man aber 

« 

^(* + i)!(i+l)t+i)^"-*+^ 

womit bewiesen ist, dass (4) auch gilt, wenn man X durch A + 1 
ersetzt. Da aber die Formel (4) für A = 1, 2, 3 richtig ist, so ist 
ihre allgemeine Gültigkeit dargethan. 

Demnach lautet die durch (2) transformierte Differentialgleichung 
nach Multiplication mit ( — 1)"* 

(5) ;?»» ^ 
m — 1 



+"-£^[iK?)("r')-^i'.(l)] 



dz' 
-2 



+ ^' l=r b< (;) (\ ') - > K"7*) ("T^) ii., (i) + i^ (i)] 



dz 
dy 



+ .•-, [(-l)-± „, (1)] = 0, 
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oder kurz geschrieben 

*=:0 "^ ;i=o ^ 

wo 

l>o = l- 

Da der Coefficient der höchsten Ableitung in dieser transformier- 
ten Gleichung z^"^ ist und die übrigen Coefficienten linear in den mit 
Potenzen von multiplicierten Grössen 

ä(t)'---'^''(t) 

sind, hat (5) als singulare Stellen im Endlichen nur die reciproken 
Werte der endlichen singulären Stellen von (1), ausserdem aber im 
allgemeinen noch = als singulare Stelle. Die Umgebung von = 
ist der Kreis um jsi = , der durch den dem Punkt = am 
nächsten liegenden singulären Punkt von (5) hindurchgeht, bezw. der 
Kreisring, der aus diesem Kreis durch Ausschluss von ;8f = selbst 
entsteht. Da aber 0=^0 dem x=^oo entspricht, werden wir als Um- 
gebung von fl? = oo iw Be0ug auf die Differentialgleichung (1) das dem 
eben beschriebenen nach der Transformation (2) entsprechende Gebiet 
der a;-Ebene bezeichnen müssen. Wir sprechen daher das Ergebnis 
der bisherigen Untersuchung folgendermassen aus: 

Die durch die Stibstitution (2) 

1 

aus (1) entstehende transformierte Gleichung (5) 0eigt, dass a? = oo im 
allgemeinen die Bolle einer singulären Stelle für die Differentialgleichung 
(1) spielt und dass als Umgebung von a; = oo der Teil der x- Ebene 0u 
definieren ist, der ausserhalb des Kreises um x = liegt , welcher durch 
den von x = am weitesten entfernten singulären Punkt von (1) hin- 
durchgeht 

98. Allgemeine Gestalt der Integrale in der Umgebung von 
0? = cx>. Nach dem Vorstehenden ist nunmehr leicht festzustellen, 
welches im allgemeinen die analytische Gestalt der Integrale von (1) 
in der Umgebung U^ von a; == oo ist. Wir können hierbei entweder 
von Dififerentialgleichung (5) ausgehen und in dem bei = sich 

ergebenden Fundamentalsystem ^ = — setzen oder aber direkt die 

innerhalb des Kreisringes U^ gültigen Integrale von (1) aufsuchen. 

Auf dem ersteren Wege findet man, dass die Integrale von (5) 
in der Umgebung von x? = in der Form enthalten sind 
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(6) y = z»\j>a{z) + (^) ^a-i(^) log^ H [- ^oW log^^], 

wo die in der Umgebung von ;ef=0 eindeutigen Reihen ^ im allgemeinen 
unendlich viele negative und positive Potenzen von 2 enthalten. Setzt 

man also ^ = — , so folgt 

y = ar-»[v'a(-|-) - (i) ^a-i (^) loga; + • ■ • + (- 1)"% (|) log"«;]. 
Bezeichnet man hierin — s mit r und 

(— l)*^a-*(— ) mit 9a-*(ic) (* = o, 1,..., or), 
so ist 

(7) y = :»''[9)a(^) + (J) 9a-x(^) log^ H h 9>o («)log''Ä;] , 

wo die 9 im allgemeinen unendlich viele positive und negative Po- 
tenzen von X enthalten. Gerade diese Gestalt der Integrale findet 
man ja aber auch, wenn man direkt nach einem in dem Kreis- 
ring U^ gültigen Fundamentalsystem der Gleichung (1) fragt. Beide 
Wege führen daher, wie es notwendig ist, zu demselben Resultat. 
Nur einen Fingerzeig gewinnen wir bei der ersten Methode, den uns 
die zweite nicht giebt: da bei (5) z = an die Stelle von ir = cx) bei 
(1) getreten ist und wir gewohnt sind, die Reihen ^(^) in (6) uns 
nach steigenden Potenzen von z geordnet zu denken, so werden wir 
dazu geführt, die Reihen ^{x) in (7), d. h. bei dem in der Umgebung 
von a; = oo gültigen Fundamentalsystem, uns nach fallenden Potemen 
von X geordnet vorzustelleu. An und für sich ist es natürlich völlig 
gleichgültig, ob wir uns hierzu verstehen oder nicht; es tritt nur bei 
dieser AuflFassung schon äusserlich ein Unterschied zwischen den bei 
a? = oo und den bei a: = gültigen Reihen hervor, der unabhängig 
davon ist, ob sich die Reihen bei diesen Stellen (Vgl. Art. 100) be- 
stimmt verhalten oder nicht. 

In der Umgebung U^ von x = <x> haben die Integrale der Glei- 
chung (1) im allgemeinen die Gestalt 

y^x"- \q)a + (J) SP^-iloga? + • •• + 9o log^Äj], 

wo die <p nach fallenden Potenzen von x fortschreitende Beihen sind, die 
im allgemeinen unendlich viele positive und negative Potenzen enthalten. 

99. Mannigfaltigkeit des zu, x = oo gehörigen Fundamental- 
systems; Invarianz seiner Einteilung im Untergruppen. Da wir die 
obige Form der Integrale und des ganzen zu U^ gehörigen Funda- 
mentalsystems mit Hilfe der Fundamentalgleichung findeo, so ist das- 
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selbe in bestimmter Weise in Untergruppen eingeteilt. Bei dieser 
Gelegenheit wollen wir darauf aufmerksam machen, dass die Substi- 
tution (2) durch unendlich yiele andere ersetzt werden kann, die auch 
zum Ziel führen, dass wir dabei jedesmal eine andere Umgebung der 
unendlich grossen Werte von x und ein anderes Fundamentalsystem 
erhalten, dass aber die Einteilung desselben in Untergruppen stets ein 
und dieselbe ist. 

In der That, wenn a ein ganz beliebiger endlicher Wert ist, 
konnten wir statt (2) die Substitution 

(2") « - a = I 

benutzen. Es entsprechen dann wieder alle unendlich grossen Werte 
von X dem Wert ^ = 0, aber den Kreisen um = nunmehr solche 
um x = a. Demnach erhalten wir statt U» eiüe Umgebung J7ooa 
mit dem Mittelpunkt x = a, nach a. zu begrenzt durch einen Kreis 
um a, der durch den von a am weitesten entfernten endlichen singu- 
lären Punkt von (1) hindurchgeht, und die Reihen des innerhalb 
Uaoa gültigen Fundamentalsystems schreiten nunmehr nach fallenden 
Potenzen von x — a fort. 

Um aber die Form des innerhalb U^a gültigen Fundamental- 
systems zu ermitteln, brauchen wir die Fundamentalgleichung, welche 
zu einem Umlauf innerhalb CT«,«; etwa auf einem dem Begrenzungs- 
kreis von U^a concentrischen Kreise gehört. Dieser Umlauf schliesst 
also die sämtlichen endlichen singulären Punkte ein, welches auch der 
Mittelpunkt a des jeweils betrachteten Gebietes JJooa ist, und ergiebt 
daher jedesmal dieselben Linear- und Elementarteiler der Fundamental- 
gleichung (s. Kap. XI). Die letztere können wir daher füglich die zu 
X = oo gehörige Fundamentalgleichung nennen. Durch sie ist aber die 
Einteilung des entsprechenden Fundamentalsystems in Gruppen und 
Untergruppen bestimmt, sodass wir den Satz aussprechen können: 

Je nach der Wahl des als Mittelpunld für die Umgebung von x=(x> 
dienenden endlichen Punktes ir=a bildet diese Umgebung ein anderes Ge- 
biet und hat das m x ^==' oo gehörige Fundamentalsystem eine andere 
Form. Unabhängig aber von jener Wahl ist die m x = oo gehörige 
Fundamentalgleichung und damit die Einteilung aller jener Fundamental- 
Systeme in Grwppen und Untergruppen. 

100, Kriterien für die Natur der Stelle x^=^ oo. Wenn ;8r = 
nicht wesentlich singulare Stelle von (5) ist, werden wir sagen müssen, 
a; = oo sei nicht wesentlich singulare Stelle von (1). Nach (5) ist 
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aber js = dann und nur dann nicht wesentlich singulare Stelle der 
transformierten Gleichung, wenn die Entwicklungen von 



Pi(^), P»(7)'-"'P'iT) 



in der Umgebung von ;8f = nicht unendlich viele negative Potenzen 
von ergeben. Dies ist offenbar unabhängig davon, ob wir die 
Transformation (2) oder eine beliebige der Transformationen (2*) be- 
nutzen. Also gilt von a; = cx) : 

X = oo ist dann und nur dann nicht wesentlich singulare Stelle der 
Differentialgleichung (1), wenn die' Entwicklungen von 

nach Potenzen von x in dem Kreisring U^ nur eine endliche Anzahl 
positiver Potenzen von x enthalten , — mit andern Worten — wenn die 
Coeffidenten i?i i>2 • • • i?» für a? = cx> höchstens von endlicJier Ordnung 
unendlich werden. 

Wir bemerken schon hier, dass dieser Fall insbesondere dann 
eintritt, wenn die Coefficienten der vorgelegten Differentialgleichung 
rationale Functionen von x sind. Ist nämlich 



«0 -f- a, a; + • • • -f- a aj"* 



SO ist 



^' (I) - 



„m.-m «0^"* + «1 ^"^ ^ H h «m 



und der Bruch rechts nach positiven Potenzen von z entwickelbar. 
Wenn also überhaupt m^ — m negativ ist, so ist z""^""^ jedenfalls die 

niedrigste Potenz in der Entwicklung von Pk(—)y d. h. a?"»— »»x die 

höchste in der Entwicklung von Pkips) in der Umgebung von x = (x>. 
Aus der Gleichung (5) können wir femer leicht die notwendigen 
und hinreichenden Bedingungen dafür ablesen , dass a; <=> oo in 
Gleichung (1) eine Stelle der Bestimmtheit für die Integrale sei. Wir 
werden nämlich x = oo dann eine Stelle der Bestimmtheit für die 
Integrale nennen, wenn in sämtlichen Reihen der Integrale in der 
Umgebung von a?= oo nach Absonderung des mehrdeutigen Faktors 
höchstens eine endliche Anzahl positiver Potenzen von x "auftritt. Da- 
für, dass dies der Fall sei, ist notwendig und hinreichend, dass z=0 
in (5) eine Stelle der Bestimmtheit sei. Dies tritt aber wiederum, 
wie (5) nach Weglassung des Paktors z'^ zeigt, dann und nur dann 
ein, wenn die Entwicklungen von 
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nach keine negativen Potenzen von enthalten, d. h. wenn pj^ p^ . .jp« 
für X = CO bezw. mindestens von der i^^^ 2*®°, . . ., w*®" Ordnung ver- 
schwinden: 

Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür , dass a? = cx) 
Stelle der- Bestimmtheit für die Integrale der Differentialgleichtmg (1) 
sei, bestehen darin ^ dass für aj =« cx> 

p,(x), Pi(x),...,pn{x) 

hezw. mindestens von der ersten y zweiten ^ u. s. w,y r^ Ordnung ver- 
schwinden. 

• 

Dieser Satz zeigt eine bemerkenswerte Verschiedenheit zwischen 
a; = 00 und endlichen Werten von x in Bezug auf die Differential- 
gleichung. Während ein endlicher Wert von x nur dann eine singu- 
lare Stelle für die Integrale bilden konnte, wenn er ein singulärer 
Punkt der Differentialgleichung war, d. h. wenn für ihn mindestens ein 
Coefficient in der mit dem höchsten Coefficienten 1 genommenen Diffe- 
rentialgleichung unendlich wurde, ist es nach dem obigen Satz mög- 
lich, dass ic = 00 singulare Stelle der Integrale ist, ohne singulare 
Stelle der Coefficienten zu sein. Es war auch aus diesem Grunde 
erforderlich , a? = 00 als Stelle der Bestimmtheit von den Integralen 
ausgehend zu definieren, statt, wie bei endlichen Werten, von den 
Coefficienten der Differentialgleichung, ganz abgesehen davon, dass 
wir den Begriff einer zu a: = cx) gehörigen determinierenden Gleichung, 
der uns bei endlichen Werten zu der Definition führte, ja noch gar 
nicht aufgestellt haben. 

Endlich kann man noch nach den Bedingungen dafür fragen, 
dass a; = cx) reguläre Stelle für die Integrale der Differentialgleichung 
(1) in dem Sinn sei, dass in der Umgebung von x = <x> das all- 
gemeine Integral von (1) eine gewöhnliche Potenzreihe von x'~^ ist, 
bei welcher die Coefficienten von 






willkürlich sind. Dazu muss also Gleichung (5) in ;S = eine regu- 
läre Stelle haben, d. h. wenn man durcb 0^"* dividiert, dürfen sämt- 
liche Coefficienten von (5) nur positive Potenzen von enthalten. 
Dies giebt gewisse Gleichungen zur Bestimmung der ersten Glieder 

in den Entwicklungen von Pi\—)y P2\~) ' ' "> Pn\—) nach 0, wo- 
rauf wir jedoch nicht weiter eingehen wollen. 
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101. HecnrsioiiBformel bei x = <x>. Wenn x = <x> ausserwesent- 
lich singulare Stelle ist, kann es bei a: = oo sich bestimmt verhal- 
tende Integrale geben, die wir mit Hilfe einer Recursionsformel 
berechnen können. Wir konnten nns zu dem Ende wieder darauf 

berufen, dass dies fOr x = -rr sich bei = bestimmt yerhaltende 

Integrale von (5) sein müssen, deren Berechnung nach Kap. I, II 
bekannt ist. Wir ziehen es jedoch vor, den Umweg über Gleichung 
(5) zu vermeiden, um Formeln zu erhalten, die sich unmittelbar auf 
die Gleichung (1) selbst anwenden lassen, zumal da wir diese Formeln 
nahezu unverändert aus den entsprechenden in Artikel 6, 7, 8 werden 
ablesen können. 

Zu dem Ende setzen wir die Differentialgleichung (1) in die Form 



(8) P(^, y) = 

(2 = 0, —1, —2,...) , 



wo die Coefficienten in bei a; = cx) gültige Reihen entwickelt sind 
und mindestens eine der Grössen 

von Null verschieden ist. Diese Gestalt (8) der Differentialgleichung 
wollen wir ihre Normälform hei x = <x> nennen. Sie unterscheidet 
sich von der bei a? = gültigen Normalform nur dadurch, dass mit 
den Grössen 

^«^(») ^ /p«-ly(n-l) ^ . . . j y 

hier gewöhnliche Potenzreihen von — , dort aber solche von x mul- 
tipliciert sind. Dann substituieren wir in (8) 

(9) ri^y, CgX^ («==«, « — i, « — 2,...) 

8 

und suchen die Bestimmungsgleichungen für die c, damit (8) durch 
(9) erfüllt wird. Wie in Artikel 6 folgt dann 



(10) T?(x, n) =2j22j ^^^ s{s^l)'"{s-n + v + l) CsX^-^' 



Ä = cr, a — 1, a — 2,... 

oder, wenn man 
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setzt; 

(10*) F{x, 7i) =222 ^''' k^ss{s^l)'^'(s-n + v+ l)c,x^ 

V 8 k 

k= a, a — 1, a — 2,... 
s = a, a — 1, . . ., * 
j'= 0, 1, . . ., » 

oder endlich, wenn 

(11) ^ ^TTy, i_,5 (s — 1) . • . (s — W + 1/ + 1) = ajt, 

und 

(12) ttkaCa + üka^-lCa^l H f" ttkkCk = -P*« 

gesetzt wird, 

(10^) P(x,rj)^^ FkaX^ (* = «, a-l, a-2,...). 

(*) 

Die Recursionsformel für die Coefficienten der Reihe (9), d, h. die m 
a; == oo gehörige Becursionsformel der Differentialgleichung (8) lautet 
daher 

(13) Fka ^ ClkaCa + «*, a-lCa^l + ' * ' + 0**^* = 0, 

WO die üks durch (11) bestimmt sind, 

103« Die zvi x = oo gehörige determinierende Gleiohung. Wie 

in Artikel' 7 erschliessen wir nunmehr auch hier, dass der Änfangs- 

exponent a der nach fallenden Potenzen von x geordneten Reihe ri 

der Gleichung 

ö*t= 

genügen muss. Diese Gleichung lautet ausführlich geschrieben 



Vasan 



(14) an =2j «»o*(ä; - 1) • • • (ä — n + V + 1) = 0, 



■2 

Weil Gleichung (14) die Anfangsexponenten der in der Umgebung 
von a? = oo gültigen, nach fallenden Potenzen von x fortschreitenden 
Reihen bestimmt, wollen wir sie die 0w a? = oo gehörige determinierende 
Gleichung j ükk selbst die je?w a; = oo gekörige determinierende Function 
nennen. Da nun eine mit x^ beginnende Reihe (9) einer nach stei- 
genden Potenzen von z geordneten , mit (~j ^gr^ beginnenden 

Reihe entspricht, die der transformierten Gleichung (5) genügt, so 
erkennen wir, dass die Wurzeln der zu a? = oo gehörigen determinie- 
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renden Gleichung von (8) oder (1) die entgegengesetzten Werte der Wur- 
zeln der zu jE? = gehörigen determinierenden Gleichung von (5) sind, 
was sich leicht auch direkt durch Aufstellung der letzteren verificie- 
ren lässt^). 

Wie in Artikel 8 fragen wir nun insbesondere, unter welchen 
Bedingungen die determinierende Function vom Grade n ist. Hierfür 
ist nach (14) notwendig und hinreichend, dass 

^00 + 

ist. Wenn diese Bedingung aber erfüllt ist, so verschwinden nach 
Division durch den Coefficienten von y^^\ in Gleichung (8) die Coeffi- 
cienten von j/^"""^^, y^'*~^^ . ., y für x = oo bezw. mindestens von der 
ersten, zweiten ,..., w*®° Ordnung, und hieraus folgt nach Art. 100, 
dass ic = oo eine Stelle der Bestimmtheit für die Integrale ist. Somit 
haben wir gezeigt: 

Dann und nur dann, wenn die Differentialgleichung bei x = oo sich 
in die Form bringen lässt 

(15) a;»5ß„(l)j,w + tc»-^$^(^)t/(»-i) + • • • + ^« (^)y == , 

WO ^o^i--^» gewöhnliche Potenzreihen von — sind und ^q[ — ) fär 

sc \ sc / 

ic = oo nicht verschwindet y verhalten sich alle Integrale der Differential- 
gleichung bei X =^ oo bestimmt 

Alles Weitere — die Verwertung der Recursionsformel, die Con- 
vergenzfrage, die Berechnung der logarithmenbehafteten Integrale, den 
Fall, dass der Grad der determinierenden Function zwischeu und n 
liegt, — brauchen wir nun nicht mehr zu verfolgen, da sich alle For- 
meln jetzt unmittelbar aus den schon aufgestellten wie bei einer end- 
lichen Stelle ablesen lassen, für alle theoretischen Erörterungen aber 
immer die Gleichung (5) zur Seite steht. 

1) Es muss bemerkt werden, dass wir mit der obigen Definition der zu 
o; a« (30 gehörigen determinierenden Gleichung von der sonst allgemein üblichen 
abweichen. Fuchs und mit ihm — soweit die Kenntnis des Verf. reicht — alle 
anderen Schriftsteller verstehen unter der zu a? = cx> gehörigeil determinierenden 
Gleichung die zu z =^ gehörige der transformierten Gleichung. (Vergl. z. B. 
Grelles Journ. Bd. 76. (1873) S. 181, 182). Unsere obige Entwicklung dürfte 
indessen den Vorschlag rechtfertigen, die hier gegebene Definition anzunehmen, 
weil doch die transformierte Gleichung nur als ein vorübergehendes Hilfsmittel 
gelten kann, die vorgelegte Gleichung selbst aber bei Verfolgung der Analogie 
mit den endlichen Stellen unmittelbar zu der von uns gegebenen Definition führt. 
Die Annahme der letzteren würde überdies manchen Formeln noch zyr Verein- 
fachung dienen. (Vergl. z. B. Art. 105, 106). Erheblich ist ja der Unterschied 
zwischen beiden Definitionen nicht, da, wie oben gezeigt wird, die Wurzeln der 
einen Gleichung die entgegengesetzten Werte der andern sind. 
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103. Beispiele. 1, Beispiel: 

(16) ' • y'^^y = 0. ^ 
Da 

eine beständig. couyergeute Potenzreihe ist^ d. h. für die ganze o;- Ebene 
Gültigkeit hat, fällt hier die Umgebung von x = mit der von 
X = CO zusammen. Da aber diese Entwicklung unendlich viele 
positive Potenzen enthält, ist o; = oo hier wesentlich singulare Stelle. 

2. Beispiel: 

(17) y'-e'y = 0. 
Die Entwicklung 

« ^ — ^ "^ 'lU "^ 2TS* "l" 3!ä» "I 

ist gültig in der ganzen o;- Ebene ausserhalb eines mit beliebig kleinem' 
Radius um o; = geschlagenen Kreises. Dieser Bereich ist also 
wieder gletehzeitig die Umgebung von x = und a?=cx), was in 
beiden Fällen daher rührt, dass zwischen und cx> kein singulärer 

Punkt liegt. Da aber die letztere Entwicklung gar keine positiven 

# 

Potenzen von x enthält, ist o; =» oo ausserwesentlich singulare Stelle 
für (17). x= CO ist aber nicht Stelle der Bestimmtheit, weil der 
Coefficient von y\ den Wert 1 hat und der von y für a? = oo nicht 
verschwindet. In der That ist die determinierende Function eine 
Gonstante = — 1. 

3. Beispiel: Die Diiferentialgleichüng mit constcmten Coefficienten 

(18) y(«> + aiy<«-i)+ a^y^^-^l-] 1- a„y = 

hat offenbar a; =» cx> wieder als ausserwesentlich singulare Stelle,* 
aber im allgemeinen nicht als Stelle der Bestimmtheit, es sei denn, dass' 

• a^ = a^ «=•••== a« = 

wäre. Dann reduciert sich die Differentialgleichung auf 

und hat in der That die Integrale 

die sich bbi x = oo' bestimmt verhalten. Ist an—x das letzte in der 
Reihenfolge aia^...an nicht verschwindende a, so lautet die Diffe- 
rentialgleichung, in der Normalform bei a; = oo .geschrieben^ 

Heffter^ Differentialgleichangeii. 1 4 
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Sie hat daher unter anderen die Integrale 

und ihre determinierende Gleichung bei x = cx> ist 

an-xh(1c—l)..,(]c-^X + 1) = 

mit den Wurzeln 0, 1,...,A — 1. Die Zahl der obigen bei o; = cx> 
sich bestimmt verhaltenden, linear unabhängigen Integrale ist also 
gleich dem Grad der determinierenden Function^ und folglich hat die 
Gleichung — um dies beiläufig zu bemerken — nach Artikel 91 
keine anderen, von jenen linear unabhängige^ bei x^=(x> sich bestimmt 
verhaltende Integrale. 

4. Beispiel: Bei der DiflFerentialgleichung 

(19) a;V»> + aia;''-*2/<«-^> -{ 1- ««y = 0, 

wo, die a Gonstanten sind, ist wieder die Umgebung von x = zu- 
gleich die von a; = oo. Da man aber die a sowohl als Anfangs- 
.glieder von gewöhnlichen Potenzreihen von x als auch von solchen 

von — ansehen kann^ ist nicht nur x = 0, sondern nach (15) auch 

o; s= cx> Stelle der Bestimmtheit. Diese von uns schon oft als Bei- 
spiel beuutzte Differentialgleichung ist also dadurch ausgezeichnet, dass 
sie ausser x==0 höchstens noch a; = oo als singulare Stelle, beide 
aber jedenfalls als Stellen der Bestimmtheit hat. 

Hat die zu x =-0 gehörige determinierende Gleichung die Wurzeln 

^1 ^2 ; • • • > ^« } 

von denen nicht zwei einander gleich sein mögen ^ so lauten die In- 
tegrale 



M/ f M/ « • . • « tA/ 



; • • •> 

welche ebenfalls bei x = wie bei o; = oo gültig sind; daher muss 
'die zu a; s^= cx) gehörige determinierende Function mit der zu a; =7= 
gehörigen, bis auf einen constanten Fakter höchstens/identisclr sein. 
Bildet man in der That die zu x = cx> gehörige determinierende 
Function, so lautet dieselbe nach (14) 

h(k — 1) • • • (Ä — n + 1) + aiÄ(/v— 1) . - Qc — n + 2) 4 1- a», 

was nach Art. 10 auch die zu a: = gehörige determinierende Func- 
tion von (19) ist. 

Damit nun ic = cx) insbesondere reguläre Stelle für (i9) sei, muss 
diese die Integrale 

1/*» — 1 /rr^ 2 • /r~" »•"hl 

,«(/ 7*^ ,...,»1/ ', 

die determinierende Gleichung also die 'Wurzeln 0, — 1,..., — n-f-1 
haben oder 
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ifc(ife + 1) . . . (Z; + w - 1) = • 

lauten; und umgekehrt, wenn dies der Fall ist, sind die Integrale bei 
fl? s=s oo regulär. Bestimmt man demgemäss die Werte der a, so er- 
giebt sich (am einfachstea unter Benutzung von (5)) 

sodass a. = ist. 

Bie Differentialgleichung 

+ 2! © (\') x-'-yC»-^) + . . . + (n - 1)! {^\) (^Jzj) xy'= 
hat (äso X = <x> als r^üläre Stelle. 



U' 



Kapitel XV. 
DifferentialgleicliQngen der Fachs 'sehen Klasse. 

m 

104. Differentialgleichungen mit rationalen Coeffioienten. Mit 
dem vorigen Kapitel haben Tvir zwar die in der Einleitung gestellte 
Aufgabe — .Nachweis der Existenz von Integralen und Untersuchung 
des Verhaltens derselben in der Umgebung der einzelnen Wei;te von 
X — insoweit erledigt, wie es sich diese Einführung in die Theorie 
•der linearen Differentialgleichungen zum Ziel setzen wollte. Hierbei 
ist aber von Anfang an ein so scharfer Unterschied zwischen den 
Stellen der Bestimmtheit und denen der Unbestimmtheit hervorgetreten, 
dass derselbe geradezu dazu herausfordert, denjenigen Differential- 
gleichungen, welche nur Stellen der Bestimmtheit besitzen, noch eine be- 
sondere Betrachtung zu widmen, die den Gegenstand dieses letzten 
Kapitels bilden soll. 

Dies rechtfertigt sich auch noch aus zwei weiteren Gründen, 
einem historischen uifd einem praktischen. Die gedachten Differential- 
gleichungen waren die ersten, die in den grundlegenden Untersuchungen 
von Fuch«^) besonders charakterisiert wurden und eine eingehende 
Behandlung erfuhren. Wir wollen deshalb solche lineare homogene 
Differentialgleichungen, welche mit Einschlüsse von a? = oo nur Stellen 
•der Bestimmtheit besitzen, als Differentialgleichungen der Fuchs'scheh 
Klasse bezeichnen. Gerade an diese Klasse knüpfen aber auch di^ 
meisten Specialuntersuchungen imd Anwendungen an, zu welchen die 
Theorie der linearen Differentialgleichungen seitdem geführt hat, sodass 
es für das weitere Studium dieser Theorie von Wert ist, mit dieser 
besonderen Klasse von Differentialgleichungen bekannt zu sein. 

Weil aber Stellen der Bestimmtheit ausserwesentlich singulare 
Stellen der Differentialgleichung sind, ziehen wir die Schranken zu- 
nächst etwas weiter und fragen nach der Gestalt solcher Differential- 
gleichungen, welche mit Einschluss von a? = oo nur ausserwesentlich sin- 



1) Grelles Journ. Bd. 66. (1866) und 68. (1868). 
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guläre Stellen haben. Es sollen also die eindeutigen Coefficienten der 
Differentialgleichung 

(1) * . P(x, y) = y(«) + i)i2/(«- 1) + • • • + i?„y = 

für jeden endlichen Wert, für den sie überhaupt unendlich werden, 
■und ebenso für a? == <» (s. Art. 100) nur von endlicher Ordnung un- 
endlich werden. Eindeutige Functionen aber, welche im Endlichen 
und Unendlichen nur ausserwesentlich singulär werden, sind nach 
einem Satze der Functionentheorie ^) rationale Functionen. Wir haben 
also zunächst das Resultat: ' 

Eine Differentialgleichung ^ welche im Endlichen und Unendlichen 

* 

'nur ausserwesentlich singulare Stellen besitzt, hat rationale Coefficienten. 

* 

105« Grenieinschaftliolie Becursionsformel bei x = und x=^(x> 
für Differentialgleichungen mit rationalen Coefficienten. Bevor wir 

• 

•nun zu den Differentialgleichungen der Fuchs'schen Klasse übergehen, 
wollen wir eine bemerkenswerte Eigenschaft hervorheben, die allen 
Differentialgleichungen mit rationalen Coefficienten zukommt. 

Um bei einer solchen die zu a; = gehörige Recursionsformel 
zu bilden, können wir die Differentialgleichung in die Form 

(2) . Poy^'^ + PiV^"-"^^ + — [-p»y = o ■ . 

setzen, wo Po JPi ^ • • Pn go^^^c rationale Functionen von x ohne gemein- 
samen Teiler sind. Da sich also der Gültigkeitsbereich dieser Functio- 
nen ^^^^..jp^^ über die ganze a>Ebene erstreckt, können wir eben diese 
Gestalt (2) der Differentialgleichung auch zur Bildung der zu a; = oo 
gehörigen Recursionsformel benutzen. Um für die Bilduijg der erste- 
ren Recursionsformel die Formeln des Artikels 6 anwenden zu können, 
setzen wir die Differentialgleichung in die Normalform 

(3) x^g^y(-^ + x^-^g,y(^'^^ + 1- ^,t/ = 0, 

wobei die g wieder ganze Functionen sind und mindestens eine von 
ihnen für a?=0 nicht verschwindet. Da die g also nicht mehr wie 
die Coefficienten der 'im Artikel 6 zu Grunde gelegten Gleichung (3) 
(Art. 5) unendliche Reihen sind, wird auch die hier entstehende Recur- 
sionsformel nicht eine mit Je beständig wachsende Gliederzahl enthalten, 
sondern in Bezug auf diese constant^ bleiben, »sobald 1c um eine ge- 
wisse Zahl grösser als a ist. Diese constante Gliederzahl ist leicht 
zu * ermitteln, . 



1) Vergl. z. B. BriotetBouquet, Thdorie des fonctions elliptiques. 2in«^d., 
Paris 187Ö. S. 206. 
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Es sei Xq X^. . .In bezw. der Grad Ton g^g^ — g^j und X die 
grosste der Zahlen X^ X^ . . . X^. Dann sind in Formel (7) (Art 6) 
sämtliche fir,i_« = 0, bei denen Tc — 5 > A, wahrend mindestens eine 
der Grossen ^,2=|=0 ist; es ist folglich 

• at.^O für s<fc— «A, 

während a*,t_2^0 ist. Die Becnrsionsformel (8) (Art. 6) enthalt 

also nur die Glieder mit 

■ 

Cky Ci — 1, . . ., Ck^lj 

d. h. wenn wir 

(4) . . X + 1 = m 

setzen^ m' Glieder und lautet demnach 

(5) Fjca^ atkCk + ai,i-iC4— 1 -\ 1- ak^i^m-\-lCk-m+l= ^ j 

(i = a, a+l, «4-2,..) 

WO die ah9 die durch (7) Art. 6 bestimmten ganzen Functionen von 
h sind. Dieser Formel müssen also je m auf einander folgende Coef- 
.ficienten c*, Ci^tj...yCk—m+ii die mit den Potenzen a?*,ic*~^,...,a:*"""*+^ 
in irgend einer die Differentialgleichung (2) bezw. (3) befriedigenden 
Reihe 

, multipliciert sind^ genügen. Da jiun aber zur Bildung des Ausdrucks 
Fka in (5) mff das endliche Stück 

jener R^ihe »beiträgt^ so ist es offenbar ganz gleichgültig; ob die Reihe 
selbst als eine unendliche angesetzt ist; ob sie in Richtung der wach- 
senden oder der abnehmenden Exponenten^ oder selbst nach beiden 
Richtungen^) in's Unendliche läuft. Wir können daher (5) gleichzeitig 
als zu rr = oo gehörige Recursionsformel auffassen und benutzen; ^er 
* einzige Unterschied ist der^ dass man^ wenn es sich um eine Reihe 
mit steigenden Potenzen von x handelt; vermöge der Formel (5) 

Cjfe durch Ck-^i, Ck—2}»'') 
andernfalls dagegen 

Ck—m^l durch /;t_;7,-f2; C*— m+S, • . . 

ausdrückt. 

• 

• 1) In dieaem Falle würden wir allerdings .die Recursionsformel zur wirk- 
licheli Berechnung der Reihe mit elementaren Hülfsmitteln nicht benutzen können. 
Vergl. hierzu von Koch, Acta Math. Bd. 15. (1891), Bd. 16. (1892). 
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Vergleicht man nun (5) mit der in Artikel 101 aufgestellten, zu 
a: = cx) gehörigen Recursionsformel *(13), so war dort Ck das mit dem 
niedrigsten Index versehene c, welches in der Formel auftritt. Um in 
dieser Beziehung unsere jetzige Formel mit -der dortigen noch in 
Übereinstimmung zu bringen, brauchen wir nur 

■ 

k durch k ^ m — 1 
zu ersetzen, und erhalten so 

(6) ak^m — l, ifc-l-m — lC*4-m-l -|- • • • -f Clk^m—1, kCk = 

als zu a; = oo gehörige Recursionsformel. Bei dieser Schreibapt ist 
aber der Coefficient von c* 

(7) «,+,_,,, =2^yÄ(Ä-l)..-.(Ä;-n + T/+l) 

die zu a? = oo gehörige determinierende Function. 
. Wir haben* also zunächst das Ergebnis: 
Bei Differentialgleichungen mit rationalen Goefficienten folgen die 
nach aufsteigenden und die nach absteigenden Potenzen von x fortschreiten- 
den Beihen ein und derselben, bezw. mir in umgekehrter Bichtung zu 
lesenden Becursionsformel. Der Coefficient von c* ist dabei die zu x=0 
oder zu X = (x> gehörige determinierende Function^ j^ nadidem Ck das c 
mit höchstem' oder niedrigstem Index in der Formel ist^). 

106. Gemeinschaftlicher Algorithmus der Integrale von Diffe- 
rentialgleichungen init rationalen Goefficienten bei rt; = und x = (x>. 
Aus dem vorstehenden Satz wollen wir noch eine Folgerung in Bezug 
auf die Integrale selbst ziehen, für den Fall wenigstens, dass sich bei 
/p = bestimmt verhaltende Integrale, also auch solche von der ersten 
ßtufe existieren. 

Zu dem Ende führen wir die Grössen 

a^iv C" = 1,2,.. w; v = l,2,. .n) 

und m Grössen a^, a^y . »^am durch die Identitäten 

ttkk ^ «1*(* — «ll) .... (*— «In) 

ak^k-\ ^ «aC* — 1 — «2i) • • • •(*— 1 — «an) 



(8) 



at,*-m+i = am{k—m + 1 — a^x) ...(& — w + 1 — «„»„) 

eiu; wobei zu bemerken ist, dass wenn ak» niedrigeren als n^^ Grades 
ist, die entsprechende Identität (8) weniger als n Grössen a definiert. 
Hiernach sind 



1) Vergl. Grelles Joum. Bd. 106. (1890). S. 269 ff. 
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die Wurzeln der zu x = 0, uqd 

m 

^ml ^m2 • • • ^m» 

die Wurzeln^ der zu a? = oo gehörigen determinierenden Gleichung ^) 
und Formel (5) erhält die. Gestalt 

(5*) öl(* — «lOC^— «12) (k — €Cln)Ck 

+ • 

. +(im(Jo— m + 1 — a„ii). .. (k — m + 1 — a,„„)ri-m4-i= 0. 

Ist nun au eine solche der Wurzeln aii...ainy ^Q der ein Integral 
ffoi erster Stufe gehört^ so wird dieses aus (5^) berechnet^ indem man 
für h die Werte au , «i,- -f" 1 ; • • • einsetzt Demnach hängen die ein- 
zelnen Coefficienten (s. Art. 11) ui^d folglich die ganze Reihe yoi in 
bestimmter Weise von den Grössen a^ ... am und • den .DifiFerenzen 
au — afiv ab. Wir nehmen der Einfachheit wegen* an, au sei 'die 
grösste Wurzel in seiner Gruppe, denken uns den willkürlichen Anfangs- 
coefficienten = 1 gesetzt und drücken dann jene Eigenschaft durch die 
Bezeichnung aus 

(iau — «11., . . . , au — «1» I \ 
aj . . . am-, I • • [•; ^ L . 
l «li «ml; • • • j «1» «mn j / 

WO eine gewöhnliche Potenzreihe von x ist, deren Coefficienten in 
bestimmter Weise aus den a und den Differenzen der a gebildet sind. 
Ist also «ufe eine andere Wurzel der zu a? =^ gehörigen determinie- 
renden Gleichui^, bei der dieselben Voraussetzungen zutreffen, so 
wird die zu «u gehörige Integralreihe durch denselben Reihenalgo- 
rithmus ^ geliefert; in welchem nur der Parameter au durch «u* 
ersetzt ist. 

Eben dieser Reihenalgorithmus liefert s^ber auch die nach fallen- 
äeik Potenzen von x fortschreitenden, zu a? = 00 gehq^igen Integral- 
reihen. Die zu rr B= 00 gehörige Recursionsformel (6) lautet nämlich 
unter Benutzuug der Parameter a^^v 

(6*) amQc — ami) (Je — ami) . . . . (Jc — amn)Ck 

+ 

+ «iC^ -f- m— 1 — «u) (Ä + m — 1 — ain)Ck + m-:l = 

oder, wenn man noch mit (—7 1)" multipliciert, 



1) Vergl. Art. 102, insbesondere die Anmerknng S. 208. 
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(6^) a«. («ml — ÄO («ma — *) .... {cCmn — K)Ck 
> 

+ a^^cci^ — lc — m + 1). ..(«!„ — Ä — m + l)ck+m-'i =0. 

Ist nun ami wieder eine Wurzel der zu a? =» oo gehorig.en determinie- 
renden Gleichung, welche die kleinste in ihrer Gruppe sein möge und 
zu der ein sich bei a; = oo bestimmt verhaltendes Integral y^t wirk- 
lich gehört, so wird dieses berechnet, indem man in (6^) für h die 
Werte ofm», «m» — 1, «mt — 2, . . , einsetzt. Vergleicht man aber dann 
die Formeln (5*) und (6^) miteinander, so zeigt sich, dass nach der 
letzteren 

^ • Ck aus Ct+i, Cifc + 2,. . ., C*+m — 1 

geradeso berechnet wird, wie nach der ersteren 

Ck aus C*—i, Cjfc_2, .. ., C*— m+l; 

falls man ai a^. * .Om bezw. durch o^ a^— i . . . a^ und die Differenzen 
(Xu — cc^p durch die Differenzen äot— /u+i, » — ««»» ersetzt Demnach 
wird das Integral y^oi auch durch den Algorithmus $ gegeben; es ist 



(10) y^i^x'^^'^l dn.:..»!-, 



öfml ^m» ; • • • ? ''^mn ^mi 



• • 



; ^ 



— 1 



«11 — «m»; • • • > 0:ln — ^fmi 



Wir dürfen also sagen: • * 

JBd einer Differentialgleichung mit rationalen Coeffidenten werden 
die hei x^==0 und die hei x = od sich hestimmt verhaltenden Integrale 
erster Stufe durch ein und denselben Algorithmus geliefert^ in welchem 
nur die Parameter sich in hestimmter Weise ändern^). 



107. Anwendung auf die Gauss'sche DifTerentialgleiehung. 

• 

Wir wollen die Ergebnisse der beiden letzten Artikel sogleich an dem 
Beispiel der Gauss'schen Differentialgleichung 

(11) x(x - ijy"- [y-{cc + ß + l)x]y'+ aßy = 



1> Vergl. Grelles Journ. Bd. 109. (1892). S. 222—224. — Die in dem obigen 
Satz ausgedrückte Eigenschaft der Integrale trat -zuerst bei der Gauss'schen 
Differentialgleichung hervor (s. folgenden Art.), dann bei alten Differentialglei- 
chungen zweiter Ordnung der {^uch stechen Klasse (vgl. Seifert, In.-Di8S., Göt- 
tingen, 1876 und des Verf. In.-Diss., Berlin, 1886), endlich bei den Differential- 
gleichungen mit zweigliedriger Recursionsformel (vgl. Pochhammer, Grelles 
Journ. Bd. 102 (1888), Bd. 108 (1891) und andere 'Aufsätze desselben Autors). — 
Bezüglich der Einführung der Parameter a vergl. auch Schafheitlin, In.- 
Diss., Halle, 1886, und Grelles Journ. Bd. 106 (1890). 
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veranschaulichen, in welcher y nicht gleich Null oder ganzzahlig und 
a und j3 nicht um eine ganze Zahl Verschieden oder gleich seien. 
Die zu a; =* gehörige ßecursionsformel lautet (s. Art. 10)'* 

(12) *(Ä,+ y - l)c, - (Ä + a — 1)(Ä + /J - l)c;-i = 0, 

welche gleichzeitig als zu x ^=^ <x> gehörige Becursionsformel dient 
Um sie als solche zu benutzen, schreiben wir statt (12) 

iyV) (Ä+l)(* + y)^,+,-(/j + a)(Äj + /J)c* = 0. 

Die zu o; «=> oo gehörige determinierende Gleichung ist also zweiten 

Grades 

(Ä + «) (Ä.+ ?) = 

mit den Wurzeln — a, — /3; a; = (X) ist also Stelle der Bestimmtheit, 
und die zugehörigen liitegrale sind beide erster Stufe, da — a, — /3 
nach Voraussetzung keine Gruppe bilden. Das Gleiche gilt von den 
zu a? = gehörigen Integralen , da auch und 1 — y nicht um eine 
ganze Zahl oder Null verschieden sind. • 

Verglichen mit den Bezeichnungen des vorigen Artikels ist nun 

«1=1, «2= — 1 

«11 = 0, «12= 1 T-y 

«21 = — «, Cf22 = ■" i^ • 

Die a brauchen also in das Symbol Q> für die Integralreihe hier gar 
nicht aufgenommen zu werden, da durch die Vertauschung derselben 
nur die ßecursionsformel mit — 1 multipliciert, die Reihe also gar 
nicht geändert wird. Weiter bemerkt man, dass schon in der allge- 
meinen Reihe $ des vorigen Arnkels die in derselben Zeile stehenden 
DiflFerenzen der « beliebig unter einander vertauscht werden dürfen, 
weil dadurch nur die Faktoren von Produkten unter einander vertauscht 
werden; Unter Berücksichtigung dieses Umstandes hat man hier 



(13) 



y„,_^ = a^-»<p(;;J_;^j;a^^). 



Für die Reihe y^ haben wir aber schon im Artikel 23 die übliche 
Bezeichnung i^(«, j3, y\ o$) eingeführt; es ist also 

(14) 0Q/-';x)=Fia,ß,r,^), 



im 
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und mittelst dieser Identität können wir aucli die drei anderen O- Reihen 
von (13) in i^-Reihen übersetzen. So erhalten wir die Integrale bei 
a; == und a; = oo in der Gestalt 

y^ = F(a,ß,y]x) 
yo, i-r = x^-' F(a + 1 ^ y, ß+ 1 - y, 2 - y; x) 
y„, -« = x-'-Fia, « — y + 1, « _ /J + 1; -B-i) 
y„ -ß = orßFiß, /}_y + l, ^_a+l; «"O, ' 

von denen wir das zweite gleichlautend bereits in Art. 23 gefunden 
haben. 

In gleich einfacher Weise gelangt man zu den nach steigenden 
und nach fallenden Potenzen von x — 1 fortschreitenden Integralreihen 
der 6 au SS 'sehen Differentialgleichung. 

108, Differentialglpiolmngen der Fuohs'sohen Elasse. Wenn 
nun die Differentialgleichung 

(15) y(~) + i?! t/<»-i) + p^y^""-^^ + • •. • + jpny =- 

der Fuchs' sehen Klasse angehört^ «so besitzt dieselbe nach Definition 
mit Einschluss . von rt; = (x> nur Stellen der Bestimmtheit als singu* 
läre Stellen. Die Coefficienten p sind daher rationale Functionen und 
die Zahl der singulären Stellen ist eine endliche. 
Seien 

1 2 * * * ^Q 

die sämtlichen; im Endlichen gelegenen «ingulären Stellen von (15); 
zu denen im allgemeinen noch ir = bo als (p + 1)*® singulare Stelle 
hinzutritt. Damit nun -a,- eine Stelle der Bestimmtheit ist, ist not- 
wendig und hinreichend (s. 6U (10') Art. 8), dass fx für x = a,- höch- 
stens von der l^^ Ordnung; 

für ^.= Ui also gär nicht unendlich wird. Setzt man daher 

(16) t{x) = (a; — aj (x — a^) ....(« — a^) , 
so darf 

pxt(xy 

für keinen endlichen Wert von x unendlich werden, und da px eine 
rationale Function ist; so muss jenes Produkt eine ganße rationale 

Function von x sein 

■ 

(17) , pxif{xy^Gx(x) (^ = l,.2,.-..,n). 

Damit nun auch o; = cx> eine Stelle der Bestimmtheit sei; ist 
notwendig und hinreichend (s. Art. 100 und 102), dass px(x) für a;==oo 
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mindestens von der X^^ Ordnung yerschwindet. Dies tritt aber dann 
und nu( dann ein^ wenn in 

_ ^iW 

der Grad des Zählers Gx mindestens um A Einheiten hinter dem des 
NennerS; d. h. gl zurückbleibt. Bezeichnen wir also jetzt mit 

eine gcenze rationale Function von a?, deren Grad ^X(q — 1), so 
muss pi die Form haben 

(18) px(x) = ^^(g-^)f ^ (A = i,2,...,n). 

Wir sind also zu dem Ergebnis gelängt: 

Die linearen homogenen Differentialgleichungen der Fuchs' schefi 
Klasse haben die Gestalt 

m • 

(19) j^.) + £^y(.-l)+i^>y(n->»+... + f=^y = 0, 

wo 

» 

• ip^(x — ai)(x — a^) . . .(x — a^) , 

a^ ^2 . . . a^ die sämtlichen singulären Punkte im Endlichen sind und gi 
einer ganze rationale Function von x bedeutet , deren Grad ^ A. Um- 
gekehrt hat jede Differentialgleichung der Gestalt (19) nur Stellen der 
Bestimmtheit *). 

109. Bezielimig zwisohen den Wurzeln der determiiüerenden 
GlBiohnngen aller singulären Funkte.* Abgesel^ßn von der gemeinschaft- 
lichen Recursionsformel und dem daraus entspringenden gemeinschaft- 
lichen Algorithmus der Integrale bei a;«=0 und a;=oo, die wir schon für 
Differentialgleichungen mit rationalen Coefficienten kennen gelernt haben, 
können wir für die Differentialgleichungen der Fuchs'schen Klasse 
speziell noch einen weiteren Satz, der sich auf die determinierenden 
Gleichungen aller singulären Punkte bezieht, ableiten. 

Zu dem Ende zerlegen wir den Coefficienten 

p^ ^ --sL_ 



in Partialbrüche 

^in} = — '— J L- j [ i 

sodass 



(20) p^ = ^^ = -Ii_ + _L_ + ...+^ 



1) Vergl. FuchB, Crellea Joarn. Bd. 66. (1866). S. 146. 



•• 
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[Pi(x — ai)] ^cci (» = 1,2,...,^).' ' 



x=ai 



Daher lauten die beiden^ ersten Terme der z\x x = a,- gehörigen deter- 
minierenden Function • 

r(r — 1) . • • (r — n + 1) + a,r(r — 1) • • • (r — m + 2) , 

während alle folgenden niedrigeren als \n — 1)*®" Grades in r sind. 
Der Coeffieient von r"7"^ in der determinierenden Gleichung ist daher 

n(n — 1) 
«»2 

während der von r" gleich 1 ist. Demnach ist 



n{n — 1) 



isn 



— cci=^ra, 



*=i 



die SummTB der Wurzeln der zu a? = a,- gehörigen determinierenden 
Gleichung und 



(21) Q 



n{n — 1) 



(«i+«2 + ••• +«^)=2'^'* (Li! 2,.'.'.;!); 



die Summe aller Wurzeln der zu den q, endlichen singulären Punkten 
gehörigen determinierenden Gleichungen. 

Die beiden ersten .Terme der zu a? = oo gehörigen determinie- 
renden Function von (19) lauten nun nach Artikel 102 (14) 

• rir— l)"-(r — n + !)-{- [xpi(x)]^^^r(r — i)- •• (r — n + 2). • 

« 

Da aber nach (20) 

[*J'i(*)]x=oo = «1 + «2 H 1- «e 

ist, so erhalten wir als Summe der n Wurzeln der zu x = cx> ge- 
hörigen determinierenden Gleichung 



(22). 



*==i 



n{n — 1) 



— («1 + «2 + • *• + «q) ' 



Atfs (21) und (22) folgt also 



hk 



^r^k = (9 — 1) 



n(n — 1) 



d. h. die Differenz 0wischen der Summe der gn Wurzeln der 80 den 
endlichen singulären Stellen gehörigen determinierenden Gleichungen und 
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der Summe der n Wurzeln der zu a: = oo gehörigen deknninierenden 
Gleichung hat den nur von n und q abhängigen ganzzahligen W&rt 

110. Diiferentialgleiohtingen, die nur algebraische Integrale 
besitzen. Um die Wichtigkeit der Differentialgleichungen der Fuchs'- 
schen Klasse in functioneDtheoretischer Hinsicht noch besonders her- 
vorzuheben^ wollen wir zeigen^ dass die linearen homogenen Differen- 
tialgleichungen mit eindeutigen Coefficienten^ deren sämtliche Integrale 
algebraische Functionen sfind, in jener Klasse enthalten sind. 

'Eine algebraische Function y von x besitzt nur eine endliche 
Anzahl von singulären Stellen und, wenn x = eine solche ist, so ist 
iii der Umgebung von a? === y in der Form 

k_ 

(23) y^^CkX'' (* = a, a + l,...) 

ik) 

darstellbar, wo ft eine positive ganze Zahl, a eine positive oder 
negative ganze Zahl oder Null ist, während in der Umgebung jeder 
nicht singulären Stelle die einzelnen Zweige von y als gewohnliche 
Potenzreihen darstellbar sind^). Genügt nun (23) einer linearen homo- 
genen Differentialgleichung mit eindeutigen Goefficienten , so müssen 
dieser (s. Art. 5) die einzelnen Reihen genügen, in welche man (23) 
zerlegen kann, sodass jede nur Potenzen von x enthält, deren Ex- 
ponenten um ganze Zahlen von einander verschieden sind. Diese Reihen 

Vi ^ ^, Ck X^ (*=a, a-l-^, a + 2/i,. .. ) 

y^^ ^, (^kX^ (*=« + !, a + l+//, a + l + 2/i,...) 

U; S. W. 



9 



wo^i + 3/2 "f" *'• ^ V) verhalten: sict aber bei x=^ bestimmt. ^Ana- 
loges gilt von a; = «o. Die Integrale der nur algebraisch integrier- 
bareh Differentialgleichungen mit eindeutigen Goefficienten haben also 
nur Stellen der Bestimmtheit, d. h. « 

Lineare homogene Differentialgleichungen mit eindeutigen Goefficienten, 

» 

1) Vergl. Fuchg, Grelles Jonrn. Bd. 66.. S. 142. — Die Abweichung des 
obigen von dem dortigen Satz rührt von der abweichenden Definition der zu 
a? =s 00 gehörigen determinierenden Gleichung her (s. Art. 102). 
• 2) Vergl. z. B, Briot et Bouquet, Th. d. f. eil, 2me ^d. S. 
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deren sämtliche Integrale algebraische Functionen • sind ^ gehören der 
. Fuchs'schen Klasse an ^). 

Wir können leicht nocli einige weitere Eigenschaften dieser Diffe- 
rentialgleichungen aufstellen: 

1) Keine der m einem endlichen singulären Punkt oder m x = (x> 
gehörigen determinierenden Gleichungen darf mehrfache Wurzeln "besitzen, 
und bei jeder Wur0elgru]ppe* müssen die Bedingungen des Kap. II, dass 
m jeder Wurzel ein Integral erster Stufe gehöH, erfüllt sein; 

2) die sämtlichen Wurzeln aller determinierenden Gleichungen müssen 
rationale Zahlen sein. 

Sobald nämlich Logarithmen oder irrationale Anfangspotenzen 
bei den Integralen aufträten, wären diese ja nicht algebraische Func- 
tionen. 

• 

. Da ferner eine algebraische Function bei beliebigen Umläufen 
ihrer unabhängigen Variabien nur eine endliche Anzahl von Werten 
annimmt, so muss die Gruppe der Differentialgleichung^ welche nur 
algebraische Integrale besitzt, eine endliche sein (s. Art. 44): 

Lineare homogene Differentialgleichungen der Fuchs'schen Klasse, 
welche nur algebraische Integrale besitzen, haben eine endliche Gruppe. 

Dieser Satz lässt sich aber auch umkehren^). Wir setzen also 
jetzt voraus, die Differentialgleichung 

.(24) 2/^**^ +i>iy^""-'> H hp»y = 

gehöre in 9ie Fuchs'sche Klasse und besitze eine endliche Gruppe. 
Ist dann . 

ein beliebiges Integral derselben, so geht dieses bei allen möglichen 
Umläufen von x nur in eine endliche Anzahl von Zweigen über, die 

bezeichnen wollen. Die symmetrischen Functionen derselben 

^1 = ^1 + % H hVm 






sind daher in der ganzen :r-Ebene eindeutig» Functionen und haben, 
da i^i . . . i^m sich überall bestimmt verhalten, nur ausser wesentlich 



1) Yergl. Fachs, Grelles Journ. Bd. 66. S. 168 nnd Jahresbericht der städt. 
Gewerbeschule zu Berlin 1866, S. 31 ffi , 

2) Yergl. Eoenigsb erger, Lehrbach der Theorie der Differentialgleichungen. 
Leipzig, 1889, S. 478, 479. 
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singaläre Stellen. .Die Ä^ Ä^, . . Am sind daher nationale Fanctionen 
von x^). rii 17s . . • ijm 8^°^ *^®^ ^^® Wurzeln der Gleichung 

(25) 1,«« — Ä^ 12—1 + • • • + (- 1)"»^« - 0, 

deren Coefficienten rationale Functionen von x sind^ d. h. rj^ 122 •••'^m 
sind dlgdn-aische Functionen von x. Hiermit ist die Umkehrung jenes 
Satzes bewiesen^ und wir können nunmehr sagen: 

Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür, dass eine 
lineare homogene Differentialgleichung mit eindeutigen Coefficienten nur 
algebraische Integrale* besitzt^ bestehen darin, dass dieselbe der Fuehs'- 
schefi Klasse angehört jund eine endliche Gruppe hat^. 

m 

111. Transformation der Differentialgleiohnngen zweiter Ord- 
nung de|r Fuchs' sehen Klasse^). Die allgemeinste Differentialglei- 
chung zweiter Ordnung, welche der Fuchs 'sehen Klasse angehört, 
lautet nach (19) 

(26) t(xyy'+ t(x)g^^i(x)y'+ (72^-2 (x)y = 0, 

wenn 

^(x) ^(x — öi)(^ — Oj) . .-. (x — a^). • 

Die zu X <= a,- gehörige determinierende Gleichung ist also 



(27) 

WO 

denn es ist 






Gleichung ^7) besitzt also dann und nur .dann die Wurzel r =*0, 
wenn g^Q^^{x) durch {x — a,) teilbar ist. Ist aber das Letztere der 
Fall, so ist X — Oi ein Teiler aller drei Coefficienten von (26) und 
kann daher fortgelassen werden. Gesetzt, es wäre für jeden Wert 
von % mindestens eine Wurzel der determinierenden Gleichung Null, so 



1) Vergl. Art. 104. Schluss. 

2) Bezüglich des weiteren Studiams der linearen. Differentialgleichungen mit 
nur algebraischen Integralen vergl. Fuchs, Grelles Joum. Bd. 81. (1876) S. 97 ff. ' 
und Bd. 86. (1878). S. Iff. 

3) Diese Transformation hat Fuchs in seinen üniversitäts Vorlesungen an- 
geführt. Vergl. die In..Dis8. des Verf., Berlin, 1886, S. % ff. 



■■*. 
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könnte man also die ganze Gleichung (26) durch ^(a?) dividieren 
und hätte 

(26«) *(^)y"+ <;,-i(^)y'+ ^^^^ y = o, 

WO die Coefficienten von y" y y ganze Functionen von x sind, deren 
Grad bezw, =9, ^ (> — 1, ^9 — 2. 

Hat aber nicht jede der Gleichungen (27) (i = 1, 2, . . ., (>) min- 
destens eine Wurzel =0, so können wir doch durch eine einfache 
Transformation die Gleichung (26) in die Gestalt (26*) bringen. Be- 
zeichnet man nämlich mit r,- eine Wurzel der Gleichung (27), so setzen 
wir in (26) 

(28) t/ = (a: — aj'{x — aj"^ . . (^ — a^)'^^u =YI(x — a>)\, 

wo also in II (x — a,)'^» diejenigen Faktoren gar nicht auftreten, bei 
denen für r,- der Wert Null genommen werden kann. Nach (28) ist 

y'=nu' + n^-^^-u 



X — o,- 



y 



"=7lM"+277y'— ^ «' 



■T" \4j {» - a,)» "*"^ (X - a,) (35 - a,y " ' 

•■ + * 

und die Gleichung für u wird daher nach Division durch 77 
(29) ^»m" 

^ L*^ \^ {X - «,)' ^^ {X - a.) (X - a^) ; 

Die Coefficienten von u" und w' sind durch ^ teilbar, sodass ganze 
Functionen q^^, bezw. ^ (9 — 1)*®^ Grades übrig bleiben. Auch der 
Coefficient von u ist aber durch ^ teilbar, sodass eine ganze Function 
^(q — 2)*^ Grades übrig bleibt. Da nämlich der Gleichung (29) 
nach (28) die durch 11 dividierten Integrale von (26) genügen, so hat 
die zu X = üi gehörige determinierende Gleichung von (29) für jeden 
Wert von i (<-=i, 2,...,^) die Wurzel Null; folglich ist der Coeffi- 
cient von u nach der im Anschluss an (26) und (27) gemachten 

Heffter, Differentialgleichungen. 15 
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Bemerkung durch ^ teilbar. Der Quotient ist eine ganze Function 
von X, deren Grad ^p — 2. Wir können daher sagen: 

Wenn die allgemeine Gleichung zweiter Ordnung der Fuchs'schen 
Klasse nicht in der Gestalt 

(30) ^{x)y"+ 9)^-1 (a?)y'+ q>^-2{x)y = 

vorliegt, so Jcann sie durch die Transformation (28) jedenfalls in dieselbe 
gdyracht werden, wo ij; eine ganze Function q*^"^ Grades mit lauter ver- 
schiedenen Linearteüemy q>q—i und q>Q^% ganze Functionen von x sind, 
deren Grade bezw. ^ p — 1 , q — 2 sind. 

Dass diese Transformierbarkeit den Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung eigentümlich ist^ ergiebt sich daraus^ dass die der Gleichung 

(30) entsprechende Gleichung w*®' Ordnung 

(31) ^y(«> + ()P^-iS/<«-i> + <]P?-2y^»-'^ H f- 9>^-»y = % 

wo die q> ganze Functionen höchstens vom Grade ihres Index und, 
falls dieser negativ, identisch Null sind, bei x = ai die determinierende 
Gleichung 

(32) r(r-l)..(r-»+l) + ^?2=^r(r-l)..(r-« + 2)=0 
mit den Wurzeln 

0, l,,..,n — 2, w— 1-— 



"Pg-li^i) 



^' (a.) 

besitzt. Die letztere Eigenschaft ist aber offenbar durch eine Trans- 
formation wie (28) nicht zu erreichen, wenn die Wurzeln vorher be- 
liebige Werte hatten. 

112. Die Gauss'sche DifBerentialgleichung. Nach dem Ergebnis 
des vorangehenden Artikels können wir die allgemeine Differential- 
gleichung zweiter Ordnung der Fuchs 'sehen Klasse mit zwei endlichen 
singulären Punkten in der Form 

(33) {X - a,) (x - a,)y'+ (b^ + b,x)y' +c,y^O 

annehmen, wenn wir uns nötigenfalls die Transformation (28) schon 
ausgeführt denken. Durch eine weitere Transformation der unabhängigen 
Variablen können wir dabei die beiden endlichen singulären Stellen 
nach den Punkten und 1 verlegen. Wir setzen 

(34) rc — a^ == (ag — cti)^) 

sodass 

a? — ag = (ö2 — «i)(^ — 1) ; 

1) Pochhammer bezeichnet die singalären Fnnkte dieser Differentialglei- 
chung als einfache, Vergl. Grelles Joum. Bd. 73 (1871). S. 69. 
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dy ^^ dy 1 


d^y __ d*y 1 


dx^^ dz a^ — a^^ 


dx* dz* (aj — Ol)* 



and die Differentialgleichung (33) in 

(86) .(._l)g + [tt^ + M]if + «„-0 

Übergeht, oder wenn wir noch 

h + ^ih 



(36) 



= y 

«1 — Oj ' 



setzen, in 

(37) ^(^_l)g-[y_(a + ^+l)«]|^ + a^y = 0, 

d. h. in die Gauss'sche Differentialgleichung« Wir können daher 
sagen: 

Die Gauss'sche Differentialgleichung 

x{x - l)y"- [y-(a + ß + l)x]y + ccßy = 

repräsentiert die allgemeinste Differentialgleichung zweiter Ordnung der 
Fuchs' sehen Klasse mit mjoei endlichen singulären Stellen, insofern als 
die allgemeinste Gleichung der bezeichneten Art durch die Transformationen 
(28), (34), (36) in jene übergeführt werden Jcann. 

Diese Bedeutung der Gauss' sehen Differentialgleichung möge es 
rechtfertigen, wenn wir endlich im nächsten Artikel die in Bezug auf 
dieselbe im Lauf der Untersuchung gewonnenen Resultate noch einmal 
zusammenstellen und bei jedem der drei singulären Punkte 0, 1, 
oo das in seiner Umgebung gültige Fundamentalsystem angeben. 

113« Die Integrale der Gauss* sehen Differentialgleieliiing. Die 
Gauss'sche Differentialgleichung 

(38) x{x - l)y"- [y- (« + /S + l)x]y'+ aßy = 

hat die drei singulären Stellen 0, 1, oo, welche sämtlich Stellen der 
Bestimmtheit sind. 

1) Die singulare Stelle a; = 0. Die Wurzeln der determinierenden 
Gleichung sind 0, 1 — y (s. Art. 10). 

a) Sind beide nicht um eine ganze Zahl verschiec^en oder gehört 
trotzdem zu beiden ein Integral erster Stufe (s. Art. 18), so lauten 
diese, ein Fundamentalsystem bildenden Integrale (s. Art. 23) 

/3Q.N ( y<>o = F(«,ß,r;^) 

^ > lyo,i_y = a;i-)'l?'(a + l-y, /J+l — y, 2-y; «). 

16* 
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b) Ist y eine positive ganze Zahl nnd^ falls y>l, keine der 
Grössen a^ ß gleich einer der Zahlen 1, 2,. . .,y — 1 (s. Art. 18) , so 
gehört za der Wurzel ein Integral erster Stufe 

yQo=F{ayß,y', x), 

zu 1 — y aber ein Integral zweiter Stufe 

yo.i-y =^Cka^ + F{a, ß, y; a;)loga;; 

(*) 

(t = l — y, 2 — y,...) 

Zur Berechnung von dessen logarithmenfireiem Teil leiten wir nach 
Art. 59 (indem wir den dort benutzten Buchstaben a durch a ersetzen) 
aus 

= -Qc + a- l)(Jc + ß- l)c*_i +Jc{k + y- l)c, = 
(s. Art. 10) die Recursionsformel her 
(40) Fka ^ ai,i-iCifc_i + GikCk + a*,i-_ici_i + cutkCk 

= _(2i + a + /J - 2)c,-.i + (2Ä + y - l)c, 
— (k + a- l)(k + ß — l)ck-i+k{k + y- l)ck = 0, 
worin die c die Coefficienten von F(a, ß, y; x) sind, also 

Ci_y = (?2— y = • • = c_i = 0, Co = 1 

ist. Demnach ergiebt Formel (40), für i = 2 — y, 3 — y, . . . , — 1, 
gebildet, 

y-l 



c-i 






(« - i)(p - 1) 

(y-i)(y-2).i! 



(«^l)(a«2)(p-l)(P-2) 



(-l)y(y- l)!(y-2)! 

'"^ = (a - 1) . . (a - y + l)(ß _ 1) . . (^ - y + 1)^ 

während wir den willkürlich bleibenden Coefficienten ci =0 setzen. 
Nach Artikel 63 Formel (26) bilden wir dann 

C (a\ = (-l)y(y^l)!(y~2)! , 

a+.-2(a) = ^^^z^^-:^Y) (« - 1 + y) 

(7a+y-l(a) = 1 

und weiter mittelst der Recursionsformel 
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C,{a)l{Tt + y - 1) =- C,-x(a){l + « - 1)(Ä; + ^ - 1) 

(t = a + y, a + y+1, ...) 

_ (« + y + a - i)(a + y + ß - 1) 



C^+y(«) 



(a + y)(a + 27-1) 



^ / _N -_. (g + y + g — i)(g + y + ^)iP' + y + ß -- i)(« + y + P) 

Oa+y+iW _ ^^^ ^^^^ ^ y ^ ^^^^ + 2y - l)(a + 2y) 



u. s. w. 



DiflFerenziert man nun alle Cic{a) (* = a, a + i,...) nach a und setzt 
a = i — y, so findet man für die gesuchte Reihe SckO^ 

(_l)y(y^l)I(y^2)l , y-1 ^1 



(41) 



^^ l,y\a ~ ß 1 y/ 



y 



«(« + i) P(p+i)/i ,_i_,_li 1 1_J._Jl L_Us 

•■, 1.2.y(y + l) \a "^ a+1 "• ß "* P+l 1 2 y y+1/ 

+ 

sodass das hiermit eingeführte Symbol J\(a, ß, y; x) gerade wie 
F(a, ßy y; x) einen ia ganz bestimmter Weise aus den Grössen et, ß, 
y, X gebildeten Reihenalgorithmus bedeutet. 

Demnach lautet das Fundamentalsystem bei x ^=0 in dem unter 
b) betrachteten Falle 



/39.x ( yoo = Fi^> ß^ y; ^) 



+ F(a,ß,r, a:)loga;. 

Den hierin als besonderen enthaltenen Fall y «» 1 haben wir bereits 
in Art. 64 als Beispiel benutzt. In der That wird das allgemeine In- 
tegral Co^oo + <^oyo, 1— y für y=l mit dem dort unter (37) auf- 
gestellten identisch. 

c) Wenn endlich y Null oder eine negative ganze Zahl ist, aber 
keine der Grössen a, ß einen der Werte 0, — 1, — 2, . . ., y hat, so 
gehört (s. Art. 18) zu 1 — y ein Integral erster Stufe, zu der Wurzel 
aber ein solches zweiter Stufe. Das erstere lautet (s. Art. 23) 

yo^^^y = x^-yF(a+l—y, /3 + 1 - y, 2-y; x)-, 

wir können uns dasselbe auch so berechnet denken, dass wir in (38) 

(42) ff -= x^-yu 

substituieren «und dadurch für u wieder eine Gauss^sche Differential- 
gleichung erhalten, in welcher an Stelle von cc, ß,y bezw. die Grössen 
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a + l-y, ß^l-y, 2-y 

• 

getreten sind. Dann trifit aber bei der jetzigen Annahme über y für 
die Gauss'sclie Differentialgleichung in n der vorher behandelt« Fall 
b) zu. Wir können daher aus (39^) auch das Integral zweiter Stufe 
für diese Gleichung in u sofort ablesen und erhalten so als Funda- 
mentalsystem der vorgelegten Gleichung (38) in dem Falle c) 

yo, i^y^x^-yF^a + 1 - y, /3 + 1 _ y, 2 - y; ^) 
(39«) y^ = x''yF,{a+l _ y, ^ + 1 - y, 2 - y; ^) 

+ x'^-yF(a + 1 — y, /S + 1 — y, 2 — y; a;) log a? . 

Hierbei convergieren alle sechs Reihen, die in denj Formeln (39*), 
(39^), (39°) auftreten, innerhalb des Kreises um x = mit dem Ra- 
dius 1. 

2) Die singulare Stelle x= 1. Die Wurzeln der zugehörigen 
determinierenden Gleichung sind 0, y — a — ß (s. Art. 10)* Wir 
können die Untersuchung am einfachsten auf die vorhergehende bei 
X = zurückführen, indem wir in (38) 

1 — x = x' 

substituieren. Dadurch resultiert wieder eine Gauss'sche Differential- 
gleichung . zwischen y und x' (s. Art. 10), in welcher an Stelle von 
a, P, y bezw. die Grössen 

a, ß,a + ß+l--y 

getreten sind. Demnach ergeben sich die folgenden drei Gestalten 
des zu 0? = 1 gehörigen Fundamentalsystems für die drei Fälle, über 
deren Eintreten nach Art. 18 zu entscheiden ist, indem man die dor- 
tigen Bedingungen für die Grössen a, /3, a + jS+l — y bildet: 

a) wenn zu und y — a — ß ein Integral erster Stufe gehört 
(s. auch Art. 28) 

a^^^ I yio = ^(«;ft a + ß + l^r, 1-x) 

^^^^ Wi,y-«-^ ={l^x)y'<^-ßF(y^ß, y^a, y^a^ß + V, l^x), 

b) wenn zu ein Integral erster, zu y — a — ß ein solches zweiter 
Stufe gehört, 

y,, = F(a, ß, a + ß + 1 -y'.l-x) 
(43^) Vi^y^^ß =F,{a, ß,a + ß + l-y',l-x) 

+ F(a,ß,a + ß + l-y] 1 - a;)log (1 — a:), 

c) wenn zu y — a — ß ein Integral erster, und zu Null ein In- 
tegral zweiter Stufe gehört, 



113,] 



DifferentialgleichuDgen der Fuchs'schen Klasse. 



231 



(430 i J/io = (i~^y-"-''^i(y-A y~«; y-(^-ß+h i-^) 

+ (1— a;)y-«-i^JP(y-fty— a, y_a_^-|-l; 1— a;)log(l— äj), 

wobei alle sechs in den Formeln (43*), (43^), (43®) auftretenden 
Reihen innerhalb des Kreises um o; =- 1 mit dem Radius 1 conver- 
gieren. 

3) Die singulare Stelle aj = oo. Die Wurzeln der zugehörigen 
determinierenden Gleichung sind — a, — ß (s. Art. 107). Die Unter- 
suchung wird wieder am einfachsten auf die unter 1) angestellte 
zurückgeführt, wenn wir in (38) substituieren 

1 



(44) 



X 



, y^ß^u, 



wodurch zwischen der unabhängigen Variablen z und der abhängigen 
u eine Gauss'sche [Differentialgleichung hervorgeht, in der a, j3, y 
bezw. durch 

ersetzt sind. Daher lautet das in der Umgebung von ic = oo gültige 
Fundamentalsystem 

a) wenn zu beiden Wurzeln — a, — ß ein Integral erster Stufe 
gehört, (s. auch Art. 107) 



(45^ 



y^^^ß = ar-ßF{ß, /3 ~ y + 1, ^ - « + 1; 1), 



b) wenn zu — a ein Integral erster Stufe, zu — ß ein solches 
zweiter Stufe gehört, 



(45'') 



+ ar-^i?- («, a - y + 1, a - /J + 1; I-) log|- , 

— « ein solches zweiter 



c) wenn zu — ß ein Integral erster, zu 
Stufe gehört, 



(45«) 



+ arßF(ß,ß-y+l,ß-a + 1; ^) log^ , 
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# 

wo sämtliche sechs in den Formeln (45*), (45^), (45°) auftretenden 
Reihen ausserhalb des Kreises um x = mit dem Radius 1 conver- 
gieren. 

Unsere Methoden haben also gestattet, für die Integrale der 
Gauss' sehen Differentialgleichung bei den singulären Stellen mittelst 
der beiden Reihenalgorithmen F und F^ in jedem Falle einen expli- 
citen Ausdruck anzugeben. 



Anhang. 



Hülfs Sätze. 



Zu Kapitel IV. 

Satzs 1: Sind u^ U2...u^ irgend welche k Functionen der Variablen 
Xj so ist die Determinante derselben 



D = 



u^ w/ . . . lf/^~^> 



• • • 



ux ux ^ . , w/^-^> 

dann und nur dann identisch Null, wenn u^ u^ . . * ux linear abhängig 
sind^). 

Beweis: Dass D für jeden Wert von x verschwindet, wenn 
zwischen u^ U2 . . .Ux eine lineare homogene Relation mit von x 
unabhängigen Coefficienten besteht , folgt ohne Weiteres aus den 
Elementen der Determinantentheorie, da alsdann auch zwischen den 
ersten, zweiten, u. s. w., (X — 1)*®^ Ableitungen von % u^. n ,ux immer 
dieselbe Relation besteht. 

Zum Beweis der Umkehrung gehen wir von der Annahme aus, 
dass D identisch Null ist, und bezeichnen die Adjuncten der Elemente 
in der letzten Colonne von D bezw. mit 

Dann hat man das System der Identitäten 



(1) 



{A^u^ + Ä2U2 + 
A^Uj^ + A^u^ + 



+ AxUx 







= 






1) Vergl. Christoffel, Grelles Jouni. Bd. 55. (1868). S. 293. 

Frobenius, „ „ „ 76. (1873). S. 237, 77. (1874). S.246. 

Pasch, „ „ „ 80. (1875). S. 177. 

Tannerj, Annales de l'^cole normale, 2>»e s^rie, 4. (1876). S. 121. 
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von denen die X — 1 ersten dadurcli entstehen , dass die Elemente 
einer Colonne von D mit den Ädjuucten der Elemente einer andern 
Colonne componiert werden, während die letzte eine Folge des iden- 
tischen Verschwindens von D ist. Durch Differentiation der A — 1 
ersten Identitäten in (1) nach x und jedesmalige Subtraktion der 
nächstfolgenden Identität ergiebt sich, wenn 

dA. 

-^Al (« = 1,2, ...,/) 



dx 



gesetzt wird; 

-4/Mi + A^u^ H h Äxux = 

• . • • . • . 

^>/^"'^ + A^'u^^^-^) -I 1- AM^-^^ =0. 

Sieht man also von der letzten Identität in (1) ab, so zeigt sich^ dass 
die A Grössen A und die X Grössen A' denselben k — 1 linearen homo- 
genen Gleichungen genügen; hieraus folgt 

(3) A^: A2: ' ' 'i Ax = -4/: -4/: • • • : Az. 

Nun wollen wir zunächst voraussetzen; dass keine der Grössen 
Ai A2 > . . Ax identisch Null, und dürfen dann annehmen, dass minde- 
stens eine der Grössen A^ A^, . . Ax nicht identisch Null ist. Wären 
nämlich die letzteren sämtlich identisch Null, so wäreo ja alle 
A^ A^. . . Ax von x unabhängig und das Bestehen einer linearen Ab- 
hängigkeit zwischen u^ u^* . .Ux wäre durch die erste der Identitäten 
(1) erwiesen. Sei also etwa Ax nicht identisch Null; dann liefert (3) 

die Gleichungen 

A, AI 

= 1,2,..., X — \) 



oder 



woraus folgt 



^x ^x 



AxAx' 



= 0, 



d /A 



d 



-(x) = ^ (.•=l,2,...,A~l); 



A. , 
d. h. die Quotienten -^ sind von x unabhängig. Dividiert man also 

-^x 

die erste der Identitäten (1) durch Ax, so stellt 

(4) X ^1 + 3" **« ■• ^ ~Z^ **^--^ + ux = 

eine lineare Abhängigkeit zwischen u^ t^ . . »Ux dar. 
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Ist nun eine der Determinanten A^ Ä^ . . . Äx identisch Null, was 
bisher ausgeschlossen wurde ^ so knüpft sich an das Verschwinden 
dieser Determinante^ da sie aus A — 1 der Functionen t^^ U2 . . .ui 
geradeso gebildet ist, wie D aus allen % . . . ux, genau dieselbe Dis- 
cussion. Man findet daher in diesem Fall entweder eine lineare Ab- 
hängigkeit zwischen A — 1 Functionen u, oder es ist wiederum eine 
der in Frage kommenden Unterdeterminanten Null, u. s. w. Da man 
aber auf diese Weise schliesslich zu den Determinanten zweiten Grades 

Ui Ui 

Uk Uk 

herabsteigt, bei denen die Adjuncten der letzten Colonne je zwei 
der Functionen u^ . . .ux selbst und daher sicher nicht identisch Null 
sind, so gelaugt man spätestens bei diesen Determinanten dahin, dass 
die oben gemachte Voraussetzung thatsächlich erfüllt ist In diesem 
äussersten Falle würde also schon zwischen irgend zweien der Func- 
tionen Ui u^. , .Ux eine lineare Abhängigkeit bestehen. 
Hiermit ist der Satz ganz allgemein bewiesen. 

Satz 2: Sind 

l nach irgend welchen Potenzen von x fortschreitende Beihen von der 
BeschaffenJieit, dass eine jede von ihnen nur solche Potenzen von x enthalt^ 
die in keiner der übrigen auftreten ^ so sind die A Beihen linear unab- 
hängig. 

Bestände nämlich eine lineare homogene Relation 

(5) C^^^ + Ci^2 H h Gxrl^x = 

mit von x unabhängigen Coefficienten C^, C2f.,-,Cx, die für jeden 
Wert von x erfüllt ist, so- müssten die Coefficienten der einzelnen 
Potenzen von x auf der linken Seite von (5) gleich Null sein. Ist 
nun aber etwa x*'^ eine in ^^ wirklich auftretende Potenz, deren Coei'^ 
ficient a^ also =|= ist, so ist nach der Voraussetzung über die A 
Reihen ^ 

der vollständige Coefficient von af^ auf der linken Seite von (5). Da- 
mit er verschwindet, muss also 

Ol = 

sein. In gleicher Weise ergiebt sich das Verschwinden von Cg.-.Ci 
und damit die Unmöglichkeit einer Relation (5). 
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Satz 3: Sind ^i, nf'a; • • ., ^;i ^ ^wzcÄ Potenzen von x fortschrei- 
tende BeiheUf deren sämtliche Exponenten sich nur um game Zählen oder 
Null von einander unterscheiden^ und deren jede mit einem anderen Ex- 
ponenten beginnt als alle übrigen, so sind sie linear unabhängig. 

Beweis: Jede der Eeihen ^i, t^y^fi^^ denken wir uns in dem 
Sinne nach steigenden Potenzen von x geordnet, dass die reellen Teile 
der Exponenten wachsen. Sind dann r^ r^ . , .r^ die nach Voraus- 
setzung von einander verschiedenen Anfangsexponenten von bezw. 
^1 !^2 * • • ^^7 so können wir annehmen, dass auch die reellen Teile 
dieser Zahlen bei der angegebenen Reihenfolge wachsen, r^ also die- 
jenige von ihnen mit dem kleinsten reellen Teil ist. 

Bestände nun eine Relation 

(6) Ci^i + C^^2 H b Cxfx^O 

mit von x unabhängigen Coefficienten, so würde diese wieder das 
Verschwinden der einzelnen Potenzen von x in (6) erfordern. Die 
Potenz af* kommt aber nur in f^ vor, sodass zunächst 0^ = sein 
muss. Dann wiederholt man aber denselben Schluss in Bezug auf die 
Reihen ^g . . . ^;i u. s. w. und findet so, dass alle C^ C^. . .Cx in (6) 
den Wert Null haben müssen, d. h. dass diese Relation unmöglich ist. 

Satz 4: Sind ^j, ^2? » • •> ^^ ^ linear unabhängige, sich bei x = 
bestimmt verhaltende Beihen, in welchen die Exponenten sämtlicher Potenzen 
von X sich nur um game Zahlen oder Null unterscheiden, so Jcann man 
l lineare homogene Verbindungen derselben bilden, die wieder linear un- 
abhängig sind und lauter verschiedene Anfangsexponenten besitzen. 

Beweis: Die Reihen ^^ ^2 • • • ^^ seien in dieser Reihenfolge so 
geordnet, dass die reellen Teile der Anfangsexponenten nicht abneh- 
men. Keine der Reihen hat also einen Anfangsexponent mit kleine- 
rem reellen Teil als ip^. Sind aber etwa die Anfangsexponenten 
von V'g; ^si •• -3 ^y— 1 gleich dem von ^1, den wir r^ nennen wollen, 
während derjenige von ^y einen grösseren reellen Teil hat, so kann 
man die Constanten a^ a^ , , , a^^i derart wählen, dass 

^2 — «2*1; ^8 — «8^1 ; • • • ; '^y-X — öy-1^1 

nicht mehr zu r^, sondern zu einem Exponenten mit grösserem reellen 
Teil gehören. Betrachten wir nun statt der ursprünglichen die A Reihen 

(7) ^1, ^2 — a^rl^i , . --y^y-l — öy-1^1, ^y; . . ., ^2 ; 

so haben diese schon die Eigenschaft, dass nur noch ^^ zu dem Ex- 
ponenten r^ mit kleinstem reellen Teil gehört. Sie sind aber wiederum 
linear unabhängig; denn die Determinante dieser A Functionen ist 
(s. Baltzer, Th. u. Anw. d. Det. 5. Aufl. § 6. 1) als Produkt zweier 
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Faktoren darstellbar, deren einer die von Null verschiedene Determinante 
der A linear unabhängigen Functionen ^^ ^g . . . ^;i, deren anderer die 
Determinante der Substitutionscoefficienten ist, vermöge deren sich die 
Functionen (7) durch die ^^ . . . ^;i ausdrücken, welche den Wert 
1 hat. 

Wiederholt man dieselbe Operation in Bezug auf die k — 1 Func- 
tionen 

so trennt man wieder eine Reihe ab, die zu einem Exponenten r^ 
gehört, dessen reeller Teil grösser als der von r^, aber kleiner als 
bei den X — 2 übrigen Reihen ist, und die A jetzt an Stelle von 
ti» ' »tx gesetzten Reihen sind wiederum linear unabhängig, ü. s. w. 
Endlich gelangt man so zu A linear unabhängigen Reihen 

die lineare homogene Verbindungen von ^^ ^2 • • • ^^7 ^^^ diese linear 
unabhängig sind und bezw. zu A von einander verschiedenen Ex- 
ponenten 

gehören. 

Satss 5 : Eine game rationale Function von log x, deren Coefficienten 
— abgesehen höchstens von einem ihnen allen gemeinsamen Faktor of — 
in einem Kreis oder Kreisring mit dem Mittelpunkt x = eindeutig sind, 
verschwindet identisch nur dann, wenn die ein0elnen Coefficienten der 
Potenzen von log x identisch verschwinden. 

Beweis: Wenn 

(8) y = ^0 + ^1 löga; + ^2 ^og^x -| 1- ^alog^a: = 0, 

wo die Functionen ^o> ^i> • • •; ^^j abgesehen von dem ihnen allen 
gemeinsamen Faktor x^ , in dem gedachten Gebiet eindeutig sind; so 
ist auch die aus y entstehende Function, wenn a; einen Umlauf um 
a; = beschreibt, die wir mit y bezeichnen , identisch Null. Berück- 
sichtigt man (vergl. Art.* 51), dass bei diesem Umlauf jede der Func- 
tionen ^ sich nur mit dem Faktor 

flj ^ e2V7tf 

multipliciert, \o^x aber um 2?ri vermehrt, so erhält man für y einen 
Ausdruck (vergl. Art. 51 (11) und 56 (5) und (6)), dem man am ein- 
fachsten die Gestalt giebt 

Nach der vorausgesetzten Identität (8) ist also auch 
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(10) y_a,y = a,L— ^-^ + ...+-^^^^j-^J^O. 

Dies ist aber eine ganze rationale Function von log x vom (p — 1)*®° 
Grad, bei welcher der Coefficient von log^""^iC 

lautet, d. h. sich von fa nur durch einen von Null verschiedenen con- 
stanten Faktor unterscheidet. Behandelt man den Ausdruck (10) gerade- 
so wie vorher y, so kann man den Grad in log x abermals um die 
Einheit erniedrigen, u. s. w. Nach ö-maliger Wiederholung dieser 
Operation gelangt man zu dem Resultat, dass die mit einer von Null 
verschiedenen Constanten multiplicierte Function ^^ identisch Null 
sein muss. Dann ergiebt sich aber das Gleiche ebenso für ta—i, 
^a— 8; • • •> V'i; und schliesslich unmittelbar für ^^^ womit der Satz 
bewiesen ist. 

Direkte Folgerungen aus Satz 5 sind die Sätze: 

Sind y^, y^y. . .^ yx ganze rationale Functionen von loga;, jede 
von einem anderen Grad in log x, deren sämtliche Coefficienten, abgesehen 
höchstens von einem ihnen allen gemeinsamen Faktor af in einem Kreis 
oder Kreisring mit dem MittelpunJct a; = 0, eindeutig sind, so sind die- 
selben linear unabhängig. 

Sind yi y%> ' • yi ganze Functionen von log Xy deren Coeffidenten, 
abgesehen höchstens von einem ihnen allen gemeinsamen Faktor in einem 
Kreis oder Kreisring mit dem Mittelpunkt x = 0, eindeutig sind, und 
sind in den Functionen desselben Grades in log x die Coefficienten der 
Mchsten Potenz von • log x immer linear unabhängig , so sind auch 
ViVi - • *yx selbst linear unabhängig. 

« Der erste dieser beiden Sätze kann offenbar als Specialfall des 
zweiten angesehen werden. 

Satz 6: Eine Function der Gestalt 



wo 



u^ = ^10 + ^11 log^ -I htia, log^'a? 

Mg = ^20 + *21 ^OgX + • • • + ^2a. log^> Ä? 
UX = tXü + ^Al log X -{ btXax^Og ""^X, 

sämtliche ^^ abgesehen von dem Faktor 0?% sämtliche ^2> abgesehen von 
dem Faktor a;''*, u. s. w., in einem Kreis oder Kreisring mit denh Mittet- 



i 
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pankt 55 = eindeutig sind und sich nicht zwei der Zahlen r^ r2»*.rx um 
eine ganze Zahl oder Null unterscheideny verschwindet identisch nur dann, 
wenn sämtliche ^ identisch Null sind^). 

Beweis: 'Wenn 

(11) y^u^ -^ U2 + " ' + ux^O 

ist, so ist auch die aus y durch einen Umlauf von x um ir = ent- 
stehende Function y identisch Null, d. h. 

y^% + wi + -*- + tii^O 
oder, wenn 

e = öj , c = ©2 , . . . , e ^ =cax 
gesetzt wird, wobei alle o von einander und von Null verschieden sind, 

(12) a,.L +^_£!^ + ... + (i^'_^l 

^ «L*^ 1 aioga;^ «,! (dlogxf^J 
+ 

+ OJi Mi + -— — H —— — — \=0. 

L 1 aiog« "il (öloga;) *J 

Durch Subtraktion der mit eti mnltiplicierten Identität (11) von (12) 
folgt aber 

/JON [2«» du, , , (2«0'^' d"'«, 1 

+ 

Die linke Seite von (13) ist nun eine Function von derselben Gestalt 
wie y; die höchste Potenz von loga? ist in jeder Zeile mit einer Func- 
tion multipliciert, die sich nur durch einen von Null verschiedenen 
Constanten Faktor von derjenigen unterscheidet, mit der die höchste 
Potenz von log x in dem entsprechenden Teil von y, d. h. in der ent« 
sprechenden Function u multipliciert ist ; aber in der ersten Zeile von 
(13), d. h. in dem aus ie^ entstandenen Teil ist der Grad in log^z; um 

1) Vergl. Thom^, Grelles Journ. Bd. 74. (1872). S. 195; Tannery, Ann. de 
r^cole norm. 2me sär. 4. (1875). S. 144. 
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Eins erniedrigt. Nimmt man also mit (13) die analoge Operation 
vor und wiederholt das Verfahren im Ganzen (?i-mal, so wird die von 
w^ herrührende Zeile in dem entstehenden Ausdruck, der identisch 
Null ist, ganz verschwunden sein, während der Grad der übrigen 
Zeilen in log x derselbe geblieben ist wie in den entsprechenden u 
und die höchste Potenz von log x in jeder dieser Zeilen, abgesehen 
von einem von Null verschiedenen cons tauten Faktor, immer noch mit 
derselben Function if; wie dort multipliciert ist. 

In gleicher Weise reducieren wir den Ausdruck weiter, indem 
wir auch die von ««2? **8> • • •> ^^— i herrührenden Teile ganz zum Weg- 
fall bringen und endlich den Grad des aus ux herrührenden Teiles in 
log X von öx auf erniedrigen. Dann ergiebt sich also das identische 
Verschwinden der mit einer von Null verschiedenen Constanten mul- 
tiplicierten Function ^xaxy d. h. 

Ebenso folgt nun natürlich das identische Verschwinden sämtlicher 
anderen ipx, dann sämtlicher ^a— i; u. s. w., endlich sämtlicher ^^ und 
zwar das der letzteren sämtlich gleichzeitig, da ja, wenn erst die 
Identität 

erwiesen ist, Satz 5 zur Anwendung gelangt. 

Unmittelbare Folgerungen des hiermit bewiesenen Satzes 6 sind 
wieder die Sätze: 

Functionen u^ u^ , , ,ux von der in Satz 6 angegebenen Art sind 
linear unabhängig. 

Sind u^u^. . • Ux Functionen der in Satz 6 angegebenen Art, bei 
denen jedoch die Zahlen r^ r^ . . .rx sich derart in mehrere Gruppen 
sondern y das^ die Zahlen derselben Gruppe sich nur um game Zahlen 
oder Null von einander unterscheiden ^ so zerfällt eine lineare homogene 
Belation zwischen u^ t*2 • • • ^^ ^** mehrere solche, deren jede nur die zu 
den Zahlen r ein und derselben Gruppe gehörigen Functionen u enthalt. 



Zu Eapitel V. 
Wenn die Determinante 

(1) D = 



a^i 0^22 • • • ^2« 



anl an2 • • • ann 
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die 



--a ff ^r den Wert Null hat, so genügen die Elemente jeder Zeile (und ebenso die 
• a i\ ^^^' jeder Colonne) ein und derselben linearen homogenen Belation 

(Cjaii + C^a^^ + • • • + Cnain = 



.Cia»i + C2a„2 + • • • + Cndnn = , 



^ ^ den ä::,::. (2) 

:5t *w der wicÄ^ sämtliche Goefficienten C Null sind. 

Aiisdrdci fr Fasst man nämlich in den Gleichungen (2) C^ C^ . , , Cn als die 

J^fl Te.'e ('"•• Unbekannten auf, so liefert das Gleichungssystem (2) für diese ein 

/^ ierrui . Wertsystem, bei dem mindestens eine der Grössen C nicht den Wert 

t siciai« '* ^^'^ ^**' sobald die Determinante des Systems, die ja mit D iden- 

;.?n« /^ tisch ist, verschwindet. (Vergl. Baltzer, Th. u. Anw. d. Det. 5. Aufl. 

^ Leipzig, 1881, § 8. 2. S. 72 ff.). 



r-MiiriflJa^ 2ti Kapitel VH. 

1 . TFeJwn rfie bei x = sich bestimmt verhaltende Function 

W^'^Q + ^i loga; -f- . . . -}- ^^log^o; (or=:o,i,2,...) 

zu dem an y^ Stelle (y«=i, 2,3,...) stehenden Exponenten q gekort ^ so 
verhalt sich die Function^ 

^enen km J ^^^ 

bei X = ebenfalls bestimmt und gehört m dem Exponenten 9 + 1, der, 

:(ieUmi' wenn q = — 1 is^, aw (y + 1)'*^, andernfalls an y^ Stelle steht Ist 

Q eine negative ganze Zahl, so gilt dieser Satz für einen beliebigen Wert 

■idK-mi ^ Integrationsconstanten, andernfalls muss dieselbe gleich Null gesetzt 

werden. 

Beweis: Wir beweisen den Satz zunächst für den Specialfall 
6 = 0] es sei also 



■■M ,:■ ... ,.. _ 



(1) if^^CkOi^ (*=?, ? + i,...) 



eine zu der beliebigen Zahl q gehörige Reihe. Dann ist, wenn wir 
die Integrationsconstante zunächst fortlassen, 

(2) /V dx =2 y^ 0^+1 + c-i log a: , 

^ (*) "^ 

(* = ?! ?+ 1» •••; * + — 1) 

wo der Coefficient c— 1 (und folglich logÄ?) nur dann auftreten kann, 
wenn q eine negative ganze Zahl ist, und sicher von Null verschieden 
ist, wenn q den Wert — 1 hat. Setzen wir also 

Hofft er, Differentialgleichungen. 16 
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(2') J'^dx^x + c_iloga:, 

so gehört die Beihe % im allgemeinen zu (> + 1, nur, wenn q = — 1, 
zu einem grösseren Exponenten. Die Gonstante c^iy welche mit log x 
multiplieiert ist, müssen wir aber als eine zu dem Exponenten 
gehörige Function bezeichnen. Der Coefficient von log x in (2*) gehört 
daher, falls er nicht identisch Null ist, zu einem Exponenten, der 
> () + 1 , und nur, wenn p = — 1 ist, zu p + 1 selbst. Das Integral 
(2) oder (2*) gehört folglich stets zu () + 1; dieser Exponent steht, 
wenn p = — 1, an zweiter, andernfalls immer an erster Stelle. Diese 
Eigenschaft wird ofiPenbar, falls q eine negative ganze Zahl ist, nicht 
alteriert, wenn man dem Integral nun noch eine willkürliche Gon- 
stante c hinzufügt. Diese Gonstante ersetzt daun nämlich in der Reihe 
% das fehlende, von x unabhängige Glied. Hat aber q nicht einen 
negativen ganzzahligen Wert, so muss die Gonstante Null sein; an- 
dernfalls würde nämlich c -{- %) wenn q gleich Null oder einer posi- 
tiven ganzen Zahl, zu einem kleineren Exponenten als Q-^-l gehören, 
und, wenn q überhaupt nicht ganzzahlig wäre, gar nicht mehr eine 
sich bestimmt verhaltende Reihe im engeren Sinne zu nennen sein, 
weil sie Potenzen enthielte (z. B. die 0*^ (c) und (p + 1)*®)^ deren Ex- 
ponenten sich nicht um eine ganze Zahl unterscheiden. — Damit ist 
der Satz für den Specialfall ö = vollständig bewiesen. 

Bei dem allgemeinen Beweis des Satzes verfolgen wir nur noch 
den Fall, dass q eine negative ganze Zahl ist^ da diese Voraussetzung 
bei der Anwendung in Artikel 48 und 49 stets zutrifft und im übrigen 
der Beweis für den entgegengesetzten Fall sich noch erheblich ein- 
facher gestaltet und aus dem hier zu führenden unmittelbar abzu- 
lesen ist. 

Wir setzen 

(^sO, 1, . . .,(1) 

sodass die Reihen ^o> ^i> • • •; ^«^ ^^ ^ bezw. zu den Exponenten 
Qof 9i ' ' ' Qo gehören. Da nach Voraussetzung ^ zu dem an y*®' Stelle 
stehenden Exponenten q gehört, ist 

(4) * Qy-oc^Q (a==2, 3, ...,y) 

^Qy+a >Q (« = 0,l,...,a-y). 

es ist daher sehr wohl möglich, dass, wenn auch q ^Qy—i ^^^ 
negative* ganze Zahl ist, qx (^=o,i,...,y — 2, y, ...,<?) gleich Null oder 
einer positiven ganzen Zahl ist. 
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Nun haben wir die Integrale 

(5) fi^x log ^xdx . a = 1, 2, . . . , (T) 

zu bilden ; denn dass das für A «= aus (5) entstehende Integral, 
wenn die willkürliche Integration sconstante gleich Null gesetzt wird, 
stets eine zu (>o + ^ gehörige Function ist, bei welcher dieser Ex- 
ponent an zweiter oder erster Stelle steht, je nachdem Qq = — 1 ist 
oder einen andern Wert hat, wissen wir bereits aus der vorangehenden 
Betrachtung. Die Integrationsconstante dürfen wir aber in diesem 
und in den Integralen (5) gleich Null setzen, wenn wir schliesslich 
der aus allen diesen Integralen zu bildenden Summe eine willkürliche 
Constante hinzufügen. 

Durch partielle Integration ergiebt sich 

(6) j tlfxlog^xdx = log^x I Tpxdx — f —log^^^xdx 1 il^xdx. 
Nun ist nach (2*) 

« 

(7) • ftlJx dx^x^+ c^i^ log X , 

wo die willkürliche Constante dieser Integration natürlich gleich Null 
gesetzt werden darf, da sie sich sonst in der Gleichung (6) doch fort- 
heben würde. In x^ ^^t daher sicher das von x unabhängige Glied, 
und die Function (7) gehört zu p;i+ 1, welcher Exponent im allge- 
meinen an erster und nur dann an zweiter Stelle steht, wenn qx= — 1 
ist. Demnach wird aus (6) 

fxlog^xdx = %;ilog^a; + i^^^S^'^^^—J — Xxlog^-^xdx , 

wo die beiden ersten Glieder rechts eine zu der an (A + 1)*®^ bezw. 
— wenn ^;i = — 1 — an (A + 2)*®' Stelle stehenden Zahl ()a + 1 ge- 
hörige Function bilden. Unter dem Integralzeichen aber steht eine 
Function von derselben Gestalt wie in dem Integral (5), nur ist der 
Grad in logrc um Eins erniedrigt, während die an Stelle von il;x tre- 
tende Reihe 

X 

zu einem Exponenten gehört, der ^QXy und die Potenz x"^ nicht ent- 
hält. Nimmt man daher mit diesem Integral dieselbe Umwandlung 
vor, wie vorher in Formel (8) mit (5), so folgt 

(9) —j — %x log^-^a; dx = %xi log^^ x —j -^ ixi log^-^a: dx , 

wo x^i zu einem Exponenten gehört, der ^ pA + 1 ^^^ ^^^ von x 
unabhängiges Glied enthält, ein Glied mit log^o; aber nicht auftritt. 

16* 
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Fährt man so fort, so erniedrigt sich also bei jedem Schritt der 
Grad in logo; unter dem Integralzeichen, und man erhält schliesslich 

(10) JVa log^o; dx = 



*'— 1 



%n + xx,x^i\o^x -I h xnlog^-^x + ix\og^x + y^p^ log^+^a;, 

wo xxa (a = i, 2». •,^) ZU ciucm Exponcuteu gehört, der ^()ji+l; %x 
gehört genau zu p^ + 1 , es sei denn p^ = — 1 , in welchem Falle 
%x zu einem grösseren Exponenten gehört, wofür aber dann cLi =f= 
ist und eine zu 9^ + 1 gehörige Function darstellt. Folglich gehört 
das Integral 

J*^2 \og^xdx 

zu (>ji + 1 und zwar im allgemeinen zu diesem an (A + 1)***, und nur, 
wenn qx=^ — 1 , an (A -|- 2)*®' Stelle stehenden Exponenten. Damit 
ist unser Satz auch für die einzelnen Integrale (5) bewiesen. 

Um nun endlich die gesuchte Function Jwdx herzustellen^ müssen 
wir Gleichung (10) für A = 0, l,...,tf bilden und alle diese Glei- 
chungen addieren. Wenn wir also jetzt noch die willkürliche Con- 
stante c hinzufugen, so erhalten wir 

(11) JWdx = 

<^ + XQ + %il+%22 + l^+ • • ' • +%ca 

+ l0ga;[c^\ + %l +Z21 + ;^82+ • • • • +%a,a-l] 

+ 

+ l0gy-^a;[^ + a:y-.l + %yl+ • +Xa,a-y+lJ 

+ 



+ log^+^a: 



^— 1 



ff + l 

Hier gehört der von logo; freie Teil nach der vorangehenden Ent- 
wicklung und mit Rücksicht auf (4) zu einem Exponenten, der ^ (> + 1, 
und zwar, da () ^ ^y_i eine negative ganze Zahl sein sollte, auch bei 
von Null verschiedenem Wert von c. Das Gleiche gilt von den Coef- 
ficienten von log x, log^a?, . . . , log^'-^rr. Nehmen wir sodann an, dass 
Q< — 1 sei, so gehört der Coefficient von logy""^^? genau zu p+1, die 
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Coefficienten der höheren Potenzen von log x aber zu Exponenten, 
die > 9 + 1 sind. Mithin gehört unter dieser Voraussetzung der 
ganze Ausdruck (11) zu dem an y^ Stelle stehenden Exponenten 

9 + 1. 

Ist dagegen q ^ Qy-.i ^ — 1 , so gehört der Coefficient von 
logy— ifl; zu 9 + 1^0, wenn C— 7^^ =|= 0, sonst zu einem Exponenten, 

der >(> + !• ^^ a^^r alsdann c5l7^^ =H ist, so gehört der Coeffi- 
cient von log^a; genau zu p + 1. Die Coefficienten aller folgenden 
Potenzen von log x gehören aber zu Exponenten, die > ^ + 1 sind; 
denn von den in ihnen auftretenden Reihen % ist dies gezeigt worden, 
wenn man wieder die Formeln (4) berücksichtigt; die Constanten 

(y) (y+i) Äo) 

i/ — 1, t/— 1 , • • •, i/— 1 

sind aber bei der jetzigen Annahme (^y—i = — 1), der zufolge die 
Reihen V'y? ^y+i , • • •, ^^ überhaupt keine negativen Potenzen von x 
enthalten, sämtlich Null. Folglich gehört in diesem Falle der Aus- 
druck (11) zu dem an (y + 1)*" Stelle stehenden Exponenten p + 1, 
womit nunmehr unser Satz ganz allgemein erwiesen ist. 



Zu Kapitel Z. 
Wenn • 

y = f(x, u) 

eine Function der leiden von einander unabhängigen Variablen x und u 
ist, für welche die Identität 






du" 
besteht, so ist audi, falls u gleich einer differmzierbaren Function von x 

u^q>(x) 
gesetzt wird, 

Beweis: Es genügt, den Beweis für q =z t = 1 zu führen, da 
sich alsdann der allgemeine Satz für beliebige Werte von q und t 
durch wiederholte Anwendung des bewiesenen Specialfalles ergiebt. 
Wir bezeichnen mit 

dy dy 
dx ^ 
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die partiellen^ ohne Rücksicht darauf, dass u und x von einander ab- 
hängig sind, nach x und u genommenen Ableitungen der Function 
y ^ f{Xf u) . Dann ist 

(1) — (^) = -^^ + ^ w(x^ 

wenn 

du __ d(p{x) __ , . V 
dx dx " V / 

gesetzt wird. Andererseits ist 
also 

^^^^ du \dx) — dxdu'^ du^ ^ w • 

Da aber nach Voraussetzung 

d^y d*y 

dxdu dudx- 

so folgt aus (1) und' (3) 



Die Yorauissetzungen dieses Satzes sind bei der Anwendung des- 
selben im Texte (S. 146) erfüllt. Denn d^rt ist Va eine Function der 
Gestalt 

wo 

M^loga; 

und die ^ in einem gewissen Gebiet convergente Reiben sind, in wel- 
chen die Exponenten der Potenzen von x sich nur um ganze Zahlen 
von einander unterscheiden. 



Zu Kapitel XI. 

Beweis der S. 155 lenutzten Determinantenformel. 
Die Determinante 

<^ii — 7u^ i' ' 'j *i« — yin (o 
I){(o) ^ • • • • 

(Art. 76 (13) ) entsteht sowohl durch Composition der Zeilen von C 
mit den Zeilen von ^(ca), als auch durch Composition der Colonnen von 
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JB(ai) mit den Colonnen von C Wir fassen zunächst die erstere 
Entstehungsweise in's Auge. Greifen wir dann eine beliebige ünter- 
determinante i;*®' Stufe von D(a)) heraus 

so wird diese gebildet, indem in D{cj) irgend welche v Z.eilen, etwa 
die Zeilen i^y ^'g . . . «r, nnd irgend welche v Colonnen , etwa die Co- 
lonnen ij, Jc^.^.Jcy gestrichen werden, wo sowohl die i wie die Je v ver- 
schiedene der Zahlen 1, 2,,...,n sind. Dass eine solche bestimmte 
Combination von v Zeilen (i^ i^ . . .iv) und eine bestimmte Combination 
von V Colonnen (Jc^ Tc^ . . . Tc^) gestrichen sind, soll eben bei der Be- 
zeichnung dik der erste, bezw. zweite Index andeuten. Nach der jetzt 
fQr D{io) zu Grunde gelegten Entstehungsweise kann man daher die- 
selbe Determinante da auch aus zwei rechteckigen Systemen, deren 
erstes aus dem System der Elemente von C 

Vii • • • n» 



• • • Jrnn. 



durch Streichung der Zeilen i^ ig • * • ^^7 deren zweites aus dem System 
der Determinante ^(oi) 

«11 — 0) , . . . , «„1 

• • • • • 

«In 7 • • • ; ^nn ^, 

durch Streichung der Zeilen Tc^Tc^ , , .Tcy hervorgeht, erzeugen, indem 
die Zeilen des ersten mit den Zeilen des zweiten componiert werden. 
Nach dem Satz über die Determinante eines componierten Systems 
(Vergl. Baltzer, Th. u. Anw. d. Det, 5. Aufl. § 6. 1. S. 48) ist dem- 
nach dik gleich der Summe der Produkte von je zwei Determinanten, 
die aus den beiden rechteckigen Systemen entstehen, wenn jedesmal 
in beiden dieselben v Colonnen gestrichen werden. Bei der von uns 
eingeführten Bezeichnung für die TJnterdeterminanten von G und A{p) 
sind aber diese miteinander multiplicierten Determinanten 

Cix und ajcx a = i, 2,.., <«), 

wo A andeutet, dass eine bestimmte der f ^j ^ ft vorhandenen Com- 

binationen von v der n Colonnen gestrichen ist. Es ist also nach 

dem citierten Determinantensatz 

■• 

" womit die eine der in Artikel 77 (S. 155) benutzten Formeln er- 
wiesen ist. 
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Denkt man sich D{(o) auf die zweite Art erzeugt^ so beweist 
man ganz ebenso die zweite Formel 



ZtL Kapitel YTT. 

1) Nachweis der S. 166 benutzten Identität 

wo i}i ein in einem Ereisring mit dem Mittelpunkt x = gültiges 
und in diesem Gebiet abgesehen von dem Faktor (t^^ eindeutiges In- 
tegral, Vi ein reguläres Integral ist, das für die Umgebung der in 
jenem Kreisring liegenden Stelle Xq definiert ist. 
Wir beweisen zunächst die Identität 

dy. dW. 
^"^^ dx — dx 

m 

Das Integral tfi hat als reguläres Integral bei x = Xq die Gestalt 

(3) yi = Cq + Ci{x — Xq) + c^(x — x^y H . 

Macht nun x einen Umlauf von Xq aus um x = 0^ so hat nach dem- 
selben die aus yi entstehende Function jT/ abermals die Gestalt einer 
gewohnlichen Potenzreihe von x — Xq 

(4) yi=ci + ci(x — Xq) + c'2(x — XqY -\ , 

d. h. bei dem Umlauf verwandelt sich 

Ck in cjc (* = 0,1,2,...,), 

Aus (4) folgt 

(5) ^= ci + 2c2{x — Ä?o) H . 

Andererseits ist 

(6) ^ = c, + 2c,(a;-a;o) + --.. 

Da aber bei dem Umlauf die c in die überstrichenen c übergehen^ 

so ist 

dyi 

(7) -^=c, + 2c(x-Xq) + '^>, 

und aus der Uebereinstimmung der rechten Seiten von (5) und (7) 
folgt die zunächst zu beweisende Identität (2) 

^y.- dfi 

• — — — . 

dx dx 



n 
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Nun ist (s. S. 166 Zeile 10) 

(8) y] = ßn tii + /3,2y2 H h ßinVn , 

also 

(9) y/ = ßiini + ßi^yi-^ 1- ßin yn , 

wo die Accente die Ableitungen nach x bedeuten; nach (2) ist folg- 
lich auch 

(10) yi = ßnrii + ßi^yi -j V ßinVn . 

Das Integral ri^ hat die Umlaufsrelation 

(11) ^=QJl1?l, 

wo 

Da aber auch die Ableitung von i^i wieder eine bis auf den Faktor 
af^ eindeutige Function ist, so ist 



(12) f5.=„,^. 

^ ^ dx ^ dx 

Nach (11) ist aber 

(IS) — = 0—7 

^ ^ dx ^ dx ^ 

mithin auch für dieses4^Integral 

^ ^ dx dx 

Jetzt können wir die Identität (1) als richtig erweisen, indem wir 
deren beide Seiten bilden. Es ist 



©-f-i(ft.+ft.i+-+ft-'i) 



und 

Andererseits ist 

und 

dx \ V V 

d. h. nach (8), (10), (11), (12) 



Z-1-9 [^i(fti^i'+ ßay^-] h ßinyn)-'Vi (fti^i + ftsysH h A«y«)] • 

"'1^1 



250 



Anhang. 



[Zu Kap. XII. 



Die rechten Seiten von (15) und (16) stimmen überein; daraus folgt 
die zu beweisende Identität (1) 



dx \7iJ dx \rjj 



2) Sat0 von Casorati^): Wenn der X- fache Linearteiler (p^ — o)^ 
der Determinante 



Ä{<0) = 



©1- 

9 


C7 


, . . ., 







) 




«»-0+1.1 


y * ' • } ^nl 







> • • •; 


0>1 




CO, 




«''o+l,ro 


, . . . , anvo 







,...., 







f 


«» 


'o4-l,'»'o+l 


<»;•••; «», 1-0+1 







, . . ., 







} 




«ro+l, n 


, . . . , ann — fiJ 



die Va Elementarteiler 



J.^Xi 



^i~~*a 



(Ol— ö) \ (dl— o) * % . . ., ((»1 — (d) 



v«-l 



derselben liefert ^ so liefert der (A — Vq)- fache Linearteüer ((Dj 
efer Determinante 



— mV—»'. 



cd) 



^'(fij) = 



«»-o+l, »'o+l "" ©;..., ^«n, ro+1 



«fo+l, n 



• • • • tX' 



9 ^nn 



O 



die Elementarteiler 

Von A\(o)y sodass die Anzahl der Elementarteiler von Ä'{w) um die 
Anzahl der einfachen Elementarteiler von J.(a)) hinter der Gesamtzahl 
von deren Elementarteilem zurüclibleibt. 

Wir beweisen zunächst die Reihe der Ungleichungen 

(17) }^>h>K>-">K-ii 

um dieselben beim Beweis des Gasorati' sehen Satzes benutzen zu 
können. Zu dem Ende gehen wir von der allgemeineren Determinante 

J^\aik — ßik(o\ (i,* = i,,2, ...,«) 

aus, welche durch (o^ — co)^ teilbar sei, während der grösste gemein- 
same Teiler aller ünterdeterminanten erster Stufe von ^ (o^ — co in 
der Potenz (o^ — o)^» enthält, derjenige aller ünterdeterminanten zweiter 
Stufe in der Potenz ((öj — tö)^* u. s. w., der grösste gemeinsame Teiler 



1) Yergl. Comptes rendus hebd. des sdances de Tacad. des sciences de 
Paria, t. 92 (1881). S. 176 u. 238. 
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aller ünterdeterminanten v^ Stufe aber o^ — (o gar nicht mehr 
enthält. 

Bezeichnet man die Adjuncten der Elemente von ^d bezw. mit 

SO ist (s. Baltzer, Th. u. Anw. d. Dei 5. Aufl. § 3. 14. 15. S. 28, 29) 

(18) d^^~^^^^^*^ (.•,A: = l,2,...,n). 

Da nun die linke Seite von (18) nur durch ((o^ — o)^~"^ teilbar ist, 
kann auch der grösste gemeinsame Teiler aller z/a o^ — to höchstens 
in dieser Potenz enthalten, d. h. 

Ai ^ A — 1 . 

Hiermit ist die erste der Ungleichungen (17) erwiesen, und ebenso er- 

giebt sich die Richtigkeit der übrigen. 

Um niin den Casorati^schen Satz selbst zu beweisen, haben wir 

die Elementarteiler von A'ip) aufzusuchen. Zu dem Ende zeigen 

wir, dass der grosste gemeinsame Teiler aller Unterdeterminanten 

von J.'(a)) 

erster Stufe durch (aii — a})^»~"''o+^, * 

zweiter „ „ (coj^ — ßi)^*""''o+*, 

u. s. w., 

überhaupt der grösste gemeinsame Teiler aller Unterdeterminanten 
i;**' Stufe von A'{(o) durch 

(cöi— (O)^ 

und keine höhere Potenz von m^ — cd teilbar ist, wenn v einen der 
Werte v = 1, 2, . . ., v^ hat und v^ die Stufenzahl derjenigen Unter- 
determinanten von A'iixt) bedeutet, welche zuerst nicht mehr sämtlich 
durch ©1 — (o teilbar sind, sodass A^, — v^ -f. ^i = 0. Die Zahl i/j, 
und folglich auch v, ist hiernach, da A'{(o) eine Determinante (w — v^)^^ 
Grades ist, stets <w — i/^, was für den folgenden Beweis von Wichtig- 
keit ist. 

Wir zerlegen den Beweis der ausgesprochenen Behauptung in zwei 
Teile, indem wir nacheinander zeigen: 

a) alle Unterdeterminanten v*" Stufe von A'{(o) sind höchstens 

durch (»1— (o) *'""''°"*"'' teilbar; 

b) alle Unterdeterminanten v*®' Stufe von A\(o) sind mindestens 
durcb ((»1—01)^''""''°+*' teilbar. 

a) Sei P eine beliebige Unterdeteriftinante t/*" Stufe von -4 (cd), 
sodass (©i — ©) * die höchste in allen P enthaltene Potenz von ©j — © 
ist. Eine solche Unterdeterminante P entsteht aus A((o) durch Strei- 
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chung von v Zeilen und v Colonnen; es bleiben also von den n — Vq 
letzten Zeilen in Ä(a)) mindestens n — VQ — v — eine stets positive 
Anzahl — übrig. Die aas solchen n — Vq — v Zeilen gebildeten Unter- 
determinanten (n — Vq — vy^ Grades von P sind nun entweder iden- 
tisch Null (sobald nämlich nicht die sämtlichen Vq ersten Colonnen, 
die ja nur Nullen enthalten, in jenen Zeilen gestrichen sind), oder sie 
sind Unterdeterminanten v^ Stufe von -4.' (cd). Bezeichnen wir diesel- 
ben im letzteren Fall mit 

L , M , . . ., N 
und bezw. mit 

ihre Adjuncten in der Determinante P, so ist 

(19) Pe^LL, + MMi + h NN^ . 

Setzt man hier für P successive alle Unter determiuanten v*^ Stufe 
von ^(ai), so erhält man rechts für £, jftf. ..., N successive alle 
Unterdeterminanten v*®' Stufe von -4'(a}). Hieraus folgt zunächst, 
dass i/j ^ Vq] denn wäre Vi > Vo> ^^ wären noch alle Unterdeterminan- 
ten Vq*^^ Stufe von Ä\c^) und folglich nach (19) für v = Vq auch 
alle Unterdeterminanten Vq^' Stufe von Ä{coi) durch m^ — © teilbar, 
was ausgeschlossen ist. Da aber v die Werte 1,2, •..,i/x durchläuft, 
so ist stets Vq — V ^ 0, was für das unmittelbar Folgende von Wich- 
tigkeit ist. 

Nach Definition der Determinanten L^, Mj^,.,Ni sind nämlich min- 
destens Vq — V Zeilen und mindestens Vq — v Colonnen derselben aus 
den Vq ersten Zeilen, bezw. Vq ersten Colonnen von Ä{a)) entnommen. 
Enthält aber die Determinante Z^ z. 6. irgend eine der Vq ersten 
Colonnen von -4(o), während die gleichnamige Zeile von Ä((o) fehlt, 
so ist ii = 0, andernfalls - wenn die .gleichnamige Zeile nicht fehlt 
— kann dieses Reihönpaar gestrichen und statt dessen der Faktor 
Ol — CD vor die ganze Determinante gesetzt werden. Wenn also eine 
der Determinanten L^ M^ . , , Ny^ zu jenen mindestens vorhandenen 
Vq — V Colonnen, die aus den Vq ersten Colonnen von A{(o) herrühren, 
nicht auch die bezw. gleichnamigen Zeilen aus A{(o) enthält, so ist sie 
Null, andernfalls mindestens durch (coi — a))"»""*' teilbar. Wären also 
sämtliche Unterdeterminanten v^ Stufe von -4.'(ß}), d. h. sämtliche 
i, M, . . . , N in allen Gleichungen (19) durch eine höhere Potenz 

von cöi — © als {py^ — co) '''"•°"*"'' teilbar, so wären zufolge (19) sämt- 
liche P durch eine höhere Potenz von Oj — o als (©i — cof* teilbar, 
was ausgeschlossen ist. 
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Wir haben somit die unter a) aufgestellte Behauptung erwiesen. 

b) Um zu beweisen, dass alle Unterdeterminanten v*^' Stufe von 
Ä\a}) auch mindestens durch (co^ — co) ''~**^° *' teilbar sind, verfahren 
wir folgendermassen. Es giebt mindestens eine von Null verschiedene 
Unterdeterminante v^*®' Stufe von -4.(a>), die nicht mehr durch co^—o 
teilbar ist; wir bezeichnen eine solche mit D. Sie kann aus Ä{(o\ 
nur entstehen, wenn alle Vq ersten Colonnen wegfallen, da sie sonst 
^ oder durch Oj — © teilbar wäre. D ist also aus n — Vq Zeilen 
der w — Vq letzten Colonnen von Ä (gj) gebildet. Die Unterdeter- 
minanten v^' Stufe von D, deren Zahl 

^o = V V ) 
ist, bezeichnen wir durch 

dik (», * =3 1, 2 , . . ., fio) , 

ihre Adjuncten in D bezw. durch 

Jede der Determinanten Dik ist also eine Determinante v*®" Grades, 
gebildet aus den Elementen gewisser (durch den Index i charakteri- 
sierten) V Zeilen von Ä(to) und gewisser (durch den Index 7c ange- 
deuteten) V der n — Vq letzten Colonnen von Ä((o). Ferner bezeich- 
nen wir die ^^^ Unterdeterminanten v*^ Stufe von Ä\a>) (die unter 
a) mit L, M,. . ., N typisch bezeichnet waren) jetzt anschaulicher 
durch 

WO die IndiCes h, Je andeuten, dass bei der Bildung von Ohk bestimmte 
V Zeilen, bezw. bestimmte v Colonnen von Ä\(o) oder also von den 
n — Vq letzten Zeilen und Colonnen von -4(cj) gestrichen werden. Die 
Determinanten a^jb mit bestimmtem Index k enthalten demnach gerade 
aus denjenigen Colonnen von Ä(coi) keine Elemente, aus deren Ele- 
menten die Dfk mit demselben zweiten Index Je gebildet sind. 
Nun betrachten wir die Summen 



(20) 



Dn aAi + • • • -f- Dift^ a'hfi^ = Sm 
• • • • . . . 

(A =s 1, 2, . . .,//o) • 



Nach der Definition der Dik ist jede dieser Summen Shi (*,« = !, 2,..., /z^) 
wieder als Determinante (w — Vq)^^ Grades darstellbar, indem man 
einfach die n — Vq — v zur Bildung von 
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Ö^Al Clh2 . . . tthfio 

und die v zur Bildung von 

verwendetei> Zeilen, deren jede n — Vq Elemente enthält, untereinander 
setzt und die Determinante dieses quadratischen Systems von (n — v^y 
Elementen nimmt. 

Die Determinante Sm ist daher identisch Null, wenn die Zeilen 
der Oft zum Teil mit denen der Di übereinstimmen (s. Baltzer, Th. 
u. Anw. d. Det. 5. Aufl. § 4. 1. S. 32), und sie ist — höchstens abge- 
sehen vom Vorzeichen — gleich -4'(o), wenn die Zeilen der ai und Di 
sich gerade zu denen von A'^co) ergänzen. Die dritte, allein noch übrige 
Möglichkeit ist die, dass die v Zeilen der Di, ohne in irgend einer mit 
einer Zeile der a^ übereinzustimmen, zum Teil oder auch sämtlich den 
Vq ersten Zeilen von A(coi) entstammen. Rändert man in diesem Falle 
die Determinante durch die Elemente von Vq — v anderen der Vq 
ersten Zeilen und der gleichnamigen Colonnen von -4(aj), so entsteht 
also eine Unterdeterminante v^^ Stufe P von Ä{(o)^ und es ist 

(21) P=(ß>i -(oy^-'SM. 

Da aber sämtliche P mindestens durch (oji— -oj)" teilbar sind, so ist 

8kl in dem betrachteten Falle nach (21) durch (oj — co) y"""*"*"^ teil- 
bar. In dem ersten der drei Fälle war Sm ^0 , im zweiten ist 
Shi^ + Ä'{ca) durch (cj^ — co)^"""», also den Ungleichungen (17) zu- 
folge ebenfalls mindestens durch (cj^ — o) ''""*'°+'' teilbar. Die sämt- 
lichen Grössen Shi sind also entweder Null oder mindestens durch 

Fasst man nun in den Gleichungssystemen (20) die a^k als Un- 
bekannte auf^ so ist die Determinante jedes dieser Gleichungssysteme 
(s. Baltzer, a. a. 0. § 7. 6. S. 68) 

und daher nicht durch Oj — cd teilbar. Da aber bei der Auflösung 
des Gleichungssystems (20) jedes a^k, multipliciert mit |D,*|, eine 
lineare homogene Function der Shi wird, so folgt aus dem obigen 
Ergebnis für die letzteren, dass auch sämtliche a^k, d. h. sämtliche 
Unterdeterminanten v^^ Stufe von ä'((d) mindestens durch die Potenz 

(a>i — €3)*'^^°'^^ von (pi — Gj) teilbar sind. 

Hiermit ist auch die unter b) aufgestellte Behauptung erwiesen, 
und wir haben somit bisher gezeigt: 
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Sämtliche Unterdeterminanten v*^ Stufe (v = 1, 2, . . ., i/j) von 
Ä'(a}) sind durch die Potenis 

(iber nicht sämtliche durch eine höhere Potenß von ©^ — © teilbar. 

Mit Vi bezeichneten wir die Stufenzahl derjenigen Unterdeter- 
minanten von J.'(a)), die zuerst nicht mehr sämtlich durch Oj — a 
teilbar sind. Also folgt aus dem soeben Bewiesenen für v = v^ 

^n — «^0 + «'i = 
oder 

(22) • K=^o — '^i' 

Die Zerlegung des Teilers (co^ — a))^~"*'«> von A\(d) in Elementarteiler 
lautet daher 

(23) ((Ol — a>f^'^ = 

(«1 - OJ)^"^'"'. . . (Oj - a3)'-^-2-^..-l-l ^^^ _ ^Y^^^i^r^ + r^-i^ 

während diejenige des Teilers (©i — ©)^ von Ä((o) 

(24) (©1 - ©)^ = 

(©1—©)^"^* ... (©1 — o)^^i-2-^v,-l ^ (ß,^ _ a)fv,-i-K, ... (©1 — ©)^^o-i 

war. Mit Rücksicht auf Gleichung (22) ist also der Casorati'sche 
Satz in Bezug auf die i/^ ersten Elementarteiler von Ä(a)) und, wenn 
Vi = 1/q, schon ganz allgemein bewiesen. Ist dagegen v^ < Vq, so 
stehen den Elementarteilern 

(©1 — ©)^n-'^n+i ^ . . . ^ (c^ _ o,)'^»o-l 

von -4(©) gar keine Elementarteiler von -4'(©) oder — wie wir dafür 
sagen können — solche vom nullten Grad gegenüber. Der Satz wird 
also auch für die letzteren Elementarteiler bewiesen sein, wenn gezeigt 
ist, dass der Grad eines jeden derselben gleich der Einheit ist, d. h. 
dass dies lauter einfache Elementarteiler von Ä((o) sind. Multipliciert 
man zu dem Ende (23) mit (©^ — ©)*», so muss die Summe der Ex- 
ponenten von ©1 — © auf der rechten Seite von (23) und (24) den- 
selben Wert haben. Dies ergiebt aber die Gleichung 

(25) {Xy^ — A^,+i) + (A^^+i — A,.,+2) H h K-i = '^0 — '»'i > 

wo links nach (17) die Summe von Vq — v^ positiven ganzen Zahlen 
steht. Diese hat den Wert Vq — v^] folglich ist 
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Hiermit ist der Casorati^scfae Satz ganz allgemein bewiesen. 

Da für die Determinante -4' (cd) die den Ungleichungen (17) ana- 
logen Ungleichungen gelten, folgt noch, dass nur die Vq — v^ letzten 
Elementarteiler von ^(co) einfache, alle vorangehenden aber höheren 
als ersten Grades sind. Wendet man daher den Casorati'schen Satz 
dann auf Ä'((o) abermals an, bezw. auf eine Determinante, die in 
ihren Elementarteilern mit Ä'(a)) übereinstimmt, aber schon die Ge- 
stalt von A{coi) hat, u. s. w., so ergiebt sich — nebenbei bemerkt — 
gleichzeitig noch der Satz: 

Die Orade der Elementarteiler einer Determinante A{gj!) stehen in 
der Beziehung 

^ ^1 ^ ^1 ^2 ^ * • * ^ ^Ko — 1 • 
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